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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernés, 

(Suite ^ voir page 265, année 1891.) 



XXI. — Sur les cercles que déterminent chacun des deux points 

DU COUPLE ISOGONAJ. ET DEUX SOMMETS DU TRIANGLE ABC. 

Théorème. — M e^ M' étant deux points isogonaux, i^ les 
cercles MBC, M'BG sont symétriquement inverses, 2^ Si E, F 
désignent les points de rencontre du premier avec AG, AB • e f 
ceux du second avec AB, AC, la cifxonférence BEf est tangente à 
AB et la circonférence GF est tangente à AG. 5<» Le point L, où 
se coupent BE, GF, et le point L', oii se coupent Bf, Ge, sont 
symétriques relativement au milieu D de BG; les droites AL 
AL' sont isogonales ; les trois droites LL', Ee, Ff sont concourantes : 
le point de concours est situé sur la symédiane Ad de ABG qui 
est aussi symédiane de ALU. 4® Si f ' est le symétrique de î rela- 
tivement à J) et e' le symétrique de e, la circonférence BFf ' est 
tangente à BL et la circonférence est GEe' tangente à CL. 

1° Le transformé m de M étant Tisocyclique de M' appartient 
à la circonférence M'BG; de sorte que cette circonférence 
passant par les transformés m. G, B des trois points M, B G 
est la transformée de la circonféience MBG. 

Ges deux circonférences, ainsi que leurs centres, seront 
désignés par G, G', et leurs rayons par p, p'. 

2® Il suit de là que e, f sont les transformés deE, F, et que, en 
conséquence, BE, GF sont parallèles, ainsi que Bf, Ce. Dans 
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le quadrilatère inscriptible BBCF, BE est antiparallèle à CF 
et par suite à BF/*, relativement à Tangle A. Donc la circonfé- 
rence BE/'est tangente à AB. Pour la même raison, la circon- 
férence GFe est tangente à AG. De sorte que c* = AE.Af; 
6« = AF.Ae. 

3® Les deux parallèles BE, Ce, coupées par les deux paral- 
lèles B/*, GF, déterminent un parallélogramme dont les som- 
mets opposés sont B et G, L et L'. Donc L et L' sont 
symétriques relativement au milieu D de BG. 

Les circonférences AGe, AB/', transformées des droites BE, 
GF, se coupent en un point l qui est le transformé de L ; par 
conséquent AL et Al sont deux droites isogonales. Or les 
axes radicaux de la circonférence M'BG respectivement avec 
ces deux circonférences sont Ce, B/*; donc la rencontre L' de 
Ce, B/* est sur Taxe radical A^ des circonférences AGe, AB/*, 
et les droites AL^ AL sont isogonales. 

Les deux triangles LEF, L'e/'ont leurs trois côtés respecti- 
vement parallèles, donc les trois droites LL',Ee,F/' concourent 
en un point I le centre de similitude de ces triangles. Dans 
le trapèze EF/è, dont les côtés non parallèles Fe, E/* se cou- 
pent en A, le point de rencontre I des diagonales Ee, F/* se 
trouve sur la médiane issue de A, dans le triangle AEF, et 
comme EF est antiparallèle à BG, relativement à l'angle A, 
cette médiane est symédiane de ABG. D'ailleurs les deux 
triangles ABG, ALL' ayant leur médiane AD commune, ainsi 
que la bissectrice de l'angle A, ont également leur symédiane 
commune; de sorte que I est le pied de la symédiane, issue 
de A, dans le triangle ALL'. 

4® Le point f est à la rencontre de GF et d'une parallèle 
à AG, menée par B. Gomme BF et EG sont antiparallèles rela- 
tivement à l'angle CLE, BF et Bf le sont aussi, et la circon- 
férence BF/*' est tangente à BL. — On prouverait, de même 
que la circonférence GEe' est tangente à GL. 

On obtiendrait une propriété analogue en considérant les 
symétriques de E et de F, relativement à D. 

Notons encore les similitudes des triangles AEL et ABL'> 
AFL et AGL', AfV et ABL, AeL' et AGL : ils sont deux à 
deux symétriquement semblables. 
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Corollaire. — Si 1 est rinterseclion des circonférences. AGe, 

ABf, et V celle des circonférences ABE, ACF; que E', F' soient 

les points harmoniquement opposés : le premier à e, le second à f, 

relativement à Ad ; /<* 1, 1' sont aussi harmoniquement opposés 

relativement à Ad ; 2® les circonférences CfF', CAl sont tangentes 

et aussi les circonférences BeE', BAI. 3^ On a 

Bl _ ET Cr _ d 

m ~ EF' B1'~" /l' 

1** Les points /, l' sont les transformés de L, L' et comme 
L, L' passe par D milieu de BG, la circonférence kW passe 
par rf transformé de D, c'est-à-dire que /, V sont deux sommets 
opposés du quadrilatère harmonique AW/'. 

2® Le point D étant le milieu de /*/', le point F' harmonique- 
ment opposé à f relativement à Arf, est le transformé de f\ Et 
puisque la circonférence BF/*' est tangente à BL, la circon- 
férence CfF' l'est à la circonférence CAl, 

3« BEGF est inscriptible; donc LB.LE = LG.LF, 

GL EL BL' EL 

ou — = — ■ 9 ou = • 

BL FL GL' FL 

De là, par la règle habituelle de transformation, 

CZ' AB _ e/ A/ 

bI''ÂG ~ Tl'ke' 
Mais kB.ke = kG.kf. 



Donc 

EL de même 



Gr d 



m 


fi 

El' 


a 


~ m' 



(A suivre). 



DEMONSTRATIONS NOUVELLES 

POUR TROIS THÉORÈMES DU CINQUIEME LIVRE 
Par M. liéon Vautré, professeur au Petit Sézainaire d'Autroy [Vosges]. 



I. Théorème I. — Soient AB perpendiculaire à un plan, 
BG perpendiculaire sur GD dans ce plan, A un point quelconque 
de AB ; AG est perpendiculaire à GD, 
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Joignons les points A et B à un point quelconque D de CD. 
^ On a BG < BD. 

On en conclut, d'après le théorème des 
obliques à un plan 

AG< AD 

Donc AG est la plus courte distance du 

point A à la droite GD. 

c. Q. F. p. 

II. Théorème fondamental. — Lorsqu'une droite BA 
est perpendiculaire à deux droites BG, BD, menées par son pied 
dans un plan, elle est perpendiculaire à toute autre droite BE, pas- 
sant par son pied dans le plan. 

Nous nous appuierons sur ce théorème connu : La perpen- 
diculaire élevée au milieu d'une droite AB partagé le plan en 
deux régions, dont chacune contient l'un des points, A par 

exemple, et tous les points du 

plan plus rapprochés de A que 

deB. 

L'un des quatre angles for- 

,^ /c '"* -..^ / mes par les droites indéfinies 

~^'^' -----*^ BG,BD, contient la demi-droite 



, V 



B' 




^" -"" / BE. Goupons cet angle par 



une droite quelconque, qui rencontre les droites BG, BE, BD, 
aux points G, E, D. Le point E est situé entre les points G etD. 

Joignons ces trois points à un point quelconque A de AB, et 
rabattons le triangle GDA en GDA', sur le plan proposé. 

On a, GD < GA ou GB < GA^ 

DB < DA ou DB < DA'. 

Dès lors, d'après le théorème auxiliaire, les points G et D, 
et par suite aussi le point E, sont situés du même côté que B, 
par rapport à la perpendiculaire élevée au milieu de la 
droite A'B. 

Donc, d'après le même théorème, on a : EB < EA'. Ainsi EA, 
et par conséquent EB, est la plus courte distance du point E à 
la droite AB. 

III. Théorème. — Par un point donné quelconque^ on peut 
mener une perpendiculaire à un plan donné MN. 
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Par le point donné, A ou A', menons un plan perpendicu- 
laire sur une droite quelconque CD, du plan MN, puis, dans 
le plan auxiliaire, traçons la 
droite AA' perpendiculaire à Tin- 
terseetion A'E des deux plans. 
Il s'agit de prouver que AA' est 
perpendiculaire à une droite 



B 






N 



quelconque A'D passant par son j ^^" / 

pied dans le plan MN. ^ ■ ' 

Joignons les points D et E à un point qtiekonqv^ B de la 
droite AA', et rabattons le triangle DEB sur le plan MN. 

Les angles DEA' et DEB étant droits^ par construction, le 
rabattement EB' de EB se trouve être le prolongement de EA.', 
et comme on a, par hypothèse, 

EA' < EB ou EA' < EB' ; 
il en résulte DA' < DB' ou DA' < DB ; 
par conséquent DA' est la plus courte distance du point D à la 
droite AB. 



LES PROGRES DE LA GEOMETRIE DU TRIANGLE 

EN 1891 
Par M. Emile Yigarié. 



Fidèle au programme que nous nous sommes posé, Tan 
dernier, nous venons donner un résumé bibliographique des 
recherches qui ont été faites pendant Tannée 1891 dans la 
géométrie du triangle. 

1. Méthodes de transformations. — Deux méthodes 
de transformations ont surtout été étudiées : l'une due à 
M. Bernés {Transformation par inversion symétrique^ J. E.^ 
pp. 121 -127, 145-148, 17S-181, 197-207, 217-224, 244-2.^2, 
265-27-^, à suivre) et qui a été exposée dans ce journal; l'autre 
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de M. Gob {Sur quelques transformations de figures, A. P, 1890, 
pp. 1-18) (*), c'est une étude de points inverses par rapport 
à un cercle d'Apollonius. Ce mémoire qui renferme une mul- 
titude d'aperçus nouveaux, est trop étendu pour que nous 
puissions en faire ane étude exacte, même approchée; nous 
y renvoyons le lecteur. 

Nous avons donné nous-méme une note sur la transforma- 
tion de M. Schoute qui n'est autre que la transformation par 
points jumeaux (J. jF., pp. 101-105, 129-131, 153-187, 181- 
183, 207-211, 256). 

Enfin, M. Sollerstinsky, dans des Notes et développements sur 
les questions 357, 358 (J, E., pp. 114-120), a indiqué plusieurs 
propositions se rapportant aux points inverses. 

2. Figures directement semblables. — M. Schoute 
a publié les démonstrations des Théorèmes généraux par rap~ 
port aux figures planes directement semblables {Annales de VÉcole 
polytechnique de Delft, t. VI, pp. 51-71) dont nous avons fait 
connaître les énoncés à nos lecteurs {J. E,, 1890, pp. 9-11). 
Les principaux résultats de cette étude avaient été communi- 
qués à l'Académie royale d'Amsterdam (27 septembre 1890, 
Verslagen en Mededeelingen^ 3® série, t. VIII, p. 78) et à l'Acadé- 
mie des sciences de Paris (6 octobre 1890, Comptes rendus ^ 
p. 499). 

3. Systèmes de coordonnées. — M. Poulain est 
revenu sur une question qu'il avait traitée en 1890. Dans sa 
Note sur les coordonnées angulaires (/. E.y pp. 52-56, 73-79), 
il a complété son travail antérieur et donné diverses formules. 
Les questions 282, 284, 285, 392, 293, 296, qu'il avait pro- 
posées sur ce sujet (J. S., 1890), ont été résolues par M. Lor- 
meau {Des coordonnées angulaires, /. E., pp. 35-44). Ce dernier 

ravail contient quelques propositions nouvelles, dues à 
M. Poulain. M. Bernes (Lettre à M. de Longchamps, /. E., 
pp. 109-112) a indiqué certaines simplifications dans l'expo- 
sition des résultats contenus dans la précédente Note. 

(*) Les Comptes rendus dos Congrès de rAssociation française ne 
paraissant que dans le courant de Tannée qui suit, nous analysons ici les 
Mémoires parus en 1890. 
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4. Distance de deux points. — Dans son intéressante 
brochure sur les Applications remarquables du théorème de 
Stewart et théorie du barycentre (voir l'analyse par M. de 
Longchamps, J. E.^ p. 89), M. Thiry avait établi deux 
formules générales donnant la distance de deux points 
remarquables quelconques du plan du triangle (voir /. E , 
p. 90). Cette partie a été publiée dans le Ballelin de TAca- 
demie royale de Belgique (Distance des points remarquables 
du triangle, t. XXI, pp. 471-481) et donnée, en supplément, au 
numéro de juin de Mathesis, 

M. Poulain a montré {Sur la distance de deux points ^ 1/., 
pp. 184-186) que la formule générale, donnée par M. Thiry, 
est un cas particulier d'une formule plus générale, due à 
Lagrange (1783) (voir t. V de VÉdition Serret, p. 535; Steiner, 
Œuvres complètes, t. II, pp. 102-159, ou J. CreHe, t. XXI, 
pp. 33-63). Une démonstration a été donnée par M. Poulain 
(loc. cit,); on en trouve une autre dans les Exercices de Méca- 
nique, par M. de Saint-Germain (1880, n® 21). 



6. Généralités. — M. O. de Galdoano, le savant directeur 
de El Progreso Matematico, a publié dans ce journal une série 
d'articles sur le^ généralités de la Géométrie du triangle et 
sur les travaux de M. Neuberg. Nous nous contenterons de 
citer les titres de ces articles : 

1® La Geometria elemental reciente (P. M. pp. 75-82). 

2® Mémoire sur le tétraèdre, sur le point de Steiner par M. iVeu- 
6er5'(P. if. pp. 134-139). 

3® Algunos trabajos de M. Neuberg sobre la Geometria deltrian' 
gulo (P. M. pp. 190-194). 

4^^ La evoludon de la Geometria del triangulo (P. J/. 223-228, 
269-274). 

6. Triangles orthologiques. — Les triangles ortho- 
logiques, que M. Lemoine avait fait connaître en 1889 (/• E, 
p. 71 ; J. S. p. 63), ont été, de la part du même auteur l'objet 
d'une étude approfondie (Sur les triangles orthologiques et sur 
divers sujets de la Géométrie du triangle, A. F. 1890^ pp. 111-146.) 
Ce Mémoire, très étendu , contient une multitude de propositions 
nouvelles se rapportant à la droite d'Buler, à Thyperbole de 

JOURNAL DB MÀTH. ÈLÈM, — 1893 1 . 
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Eiepert, aux cercles de Tucker, etc. II se termine par le 
tableau de soixante-neuf relations métriques entre les divers 
éléments du triangle. 

M. Boutin a continué la série de ses intéressants exercices 
(Exercices divers, J. E. pp. 132-134, 157-159, 184-186,211-212, 
224-227), qui, presque tous, se rapportent à la Géométrie du 
triangle. 

7. Paraboles de M. Artzt. — M. de Longchamps qui 

avait étudié les paraboles de Artzt, en 1890, en a fait Tobjet 

d'un nouveau travail. Dans ses Développements sur les paraboles 

de M. Artzt {Progreso Matemalico, pp. 209-216, 250-263), 

M. de Longchamps, après avoir résumé ses Notes antérieures 

(/. E. 1890, pp. 149-161, /. S. 1890, pp. 149-153), donne de 

nouvelles propositions sur ces paraboles remarquables, et 

plusieurs relations métriques. Signalons aussi, sur le même 

sujet, le Mémoire suivant de M. W. Stegemann : Dreiecks- 

scharen, Parabelscharen und Kegelschnittbiischel, welche durch 

drei âhnliche Punktreihen oder durch dreiprojectivischeStrahlen- 

bilschel erzeugt werden (Archives de Griinert Hoppe, t. X, 

pp. 225-260). 

(A suivre.) 



AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

(Concours de 1891.) 



Mathématiciues élémentaires. 

On donne une sphère S et deux droites D, D' tangentes à cette 
sphère. 

4^ Par unpoint quelconque de la droite D, on mène les droites G 
et G' qui touchent la sphère S et rencontrent la droite D' ; démon 
trer que les points de contact des droites G et G' avec la sphère S 
décrivent deux circonférences G et G'. 

2^ Démontrer que les droites G, qui touchent la sphère S en 
des points situés sur la circonférence G, sont tangentes à une infi- 
nité de sphères H. 
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8^ Trouver conUnen il y a de sphères 2 tmgentes à un plan 
donné Q. Discuter le problème et trouver le lieu des traces des 
droites G sur le plan Q. 



1® Soient A et A' les points de contact des droites D et D' avec 
la sphère S (fig, 4}\ par un point B pris sur la droite D, 
menons les tangentes BG et B'C au cercle suivant lequel la 
sphère est coupée par le plan déterminé par le point et la 
droite D', et désignons par M, M' les points de contact de ces 
deux tangentes. 

Projetons la figure, parallèlement ù AA', sur un plan P 




Fig. 4. 

m 

parallèle aux droites D et D'; les droites D, D', BC, B'C ont 
pour projections a6, ap', Py» PY> ®* ^^^ points M et M' se pro- 
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jettent en [i. et [a^ On a 

txY_ MG 

fxp "" MB* 
On a aussi : 

MG = A'G = ay, MB = AB = ap. 
Conséquemment i-~ = -i. . 

[xp ap 
Donc le point [l décrit la bissectrice de Tangle pay; on 
voit de même que le point \>f décrit la bissectrice de l'angle 
pay'. Par suite, le lieu du point M est une circonférence Ci 
passant par A et A'^ et le lieu du 'point M' est une seconde 
circonférence CJ, passant aussi par A et A'. 

2® CoQsidérons les droites 6 qui touchent la sphère S en 

des points situés sur C^, et soit (fig. 2) BG une de ces droites. 

Le plan perpendiculaire au milieu de AM a tous ses points 

également distants de BG et de D, 
car BM = BA ; le plan perpendicu- 
laire au milieu de MA' a tous ses 
points également distants de BG et 
de D', car GM = G À'. Ges deux 
plans se coupent suivant une droite 
OZ perpendiculaire au plan du cercle 
Gi, et qui passe par son centre 0. 
Ghaque point de OZ étant équidis- 
tant des droites D, D' et d'une droite 
G quelconque, est le centre d'une 
sphère S tangente à toutes les 
droites G. 

3° Les droites G décrivent, autour de OZ, un hyperboloïde 
de révolution ; la troisième partie de la question revient donc 
à la recherche des sphères tangentes à un plan et inscrites 
à un hyperboloïde de révolution. La solution de ce problème 
se trouve dans les ouvrages classiques. 

Quant au lieu des traces des droites G sur un plan, c'est 
la conique, intersection de l'hyperboloïde avec ce plan. 




Fig. 2. 
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Principes de la wmvdte Géométrie du triangle psit M. A. Poulain. Brochure 
in-8« de 46 pages. Editeur Groville-Morant, Paris. Prix 2 fr. 50. 

Les Principes que vient de faire paraître M. A. Poulain sont le résumé 
d*une communication de Fauteur au Congrès scientifique international des 
Catholiques, tenu & Paris du l*" au 6 avril 1891 : ils forment un excellent 
traité sur la Géométrie du triangle. 

M. Poulain ne s'est pas contenté de traiter les diverses questions, qu*il 
aborde dans son ouvrage, par la méthode purement géométrique, il s*est 
servi des notions élémentaires de la Géométrie analytique qui souvent 
simplifient considérablement les démonstrations et jettent une vive 
lumière sur Tensemble des propriétés du triangle. Les coordonnées nor- 
maleSy barycentriques, tripolaires, surlatérales, angulaires y jouent tour 
à tour un rôle important, et M. Poulain a mis en lumière tous les avantages 
que Ton peut tirer, pour Télégance de la démonstration et la simplicité des 
calculs, de remploi de tel ou tel système de coordonnées. 

L'ouvrage que nous analysons ici ne comporte que Tétude des points 
et droites remarquables du plan du triangle et quelques notions sur le 
cercle de Brocard. L'auteur s'est, en efiet, proposé de donner seulement 
des Principes permettant aux lecteurs, peu au courant de cette nouvelle 
science, de s'initier rapidement à son étude: il y a pleinement réussi. Si 
la lecture du travail de M. Poulain est indispensable aux commençants, 
elle n'en est pas moins utile à ceux qui sont déjà familiarisés avec l'étude 
de la Géométrie du triangle : les points de vue nouveaux auxquels l'auteur 
se place, la diversité des énoncés, les nombreuses formules données, leur 
permettront de faire une ample moisson et d'augmenter leurs connais- 
sances dans de grandes proportions. 

Les principes de la nouvelle Géométrie du triangle sont divisés en dix 
chapitres. Nous en citerons rapidement le contenu en mettant en italiques 
les passages sur lesquels nous appelons spécialement l'attention de nos 
lecteurs. 

I. Objet de cette géouétrie. — Quelques définitions (pp. 1-6). 

II. Des coordonnées trilinéairesetbarycentriques(pp.6-11). — Construc- 
tions d'un point dont on donne les coordonnées (x, y, z) ou (a, ^, f). Cinq 
méthodes pour calculer x, y, z ou a, ^, y. Applications. Passage des coor- 
données trilatères aux coordonnées Cartésiennes. 

m. Quelques équations trilatères (pp. 11-16). — Equations et construc- 
tions de droites remarquables. Droite de Vinftni. Equation générale des 
cercles et des coniques. Correspondance de droites et de points. Triangles 
homologiques. 

IV. Des points réciproques et des points inverses (pp. 16-20). — Théorèmes 
^^vers. Applications. Construction de la polcUre trUinéaire dun poinJL donné 
par ses coordonnées. 

V. Enumération des points dérivés d'un ou plusieurs autres a l'aide de 
uuRS coordonnées trilatères (pp. 20-29), Point factorien. Points dérivés 
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d'un seul point M : cinq transformations (Points réciproques, algébrique- 
ment associés, isobariques, brocardiens^permuftenset semirpermutienSf Com- 
plémentaires....) Construction d'un point à Vinfini, 

Nous voyons paraître, pour la première fois, le terme de point factorien 
et nous devons, à ce sujet, donner quelques explications. 

Étant donnés deux points M«(ao) P*» To) ^^ ^i(<Xn Pd Yi)> ^^POÎ^^^^C^^t) P> ï) 
dont les coordonnées seront déterminées par 

a : p : Y = «oai ' Mt - YoYi 
sera le factorien de Mq et M^. Ce terme était utile, et il rendra de grands ser- 
vices dans la théorie des alignements. Il permet en outre d'énoncer une 
multitude de propositions nouvelles et de conduire directement à Tétude 
de points remarquables dont on ne s'est pas encore occupé, peut-être par 
ce seul fait qu'on ne pouvait pas les désigner. 

VI. — Des coordonnées tripolaires et angulaires (pp. 29-33). Coordonnées 
cotripolaires. Démonstration géométrique rigoureuse de l'easistence des points 

Brocard» Avantages des coordonnées surUUérales. Ce chapitre contient de 
nombreuses formules dont la plupart sont nouvelles. 

VIL— Énumération des points dérivés de m, a l'aide de ses coordonnées 
TRIPOLAIRES ET ANGULAIRES (pp. 33-36). Gcutres isologiqucs et isodjnamiques. 
Points jumeaux. Formules. 

VIII. — Angles et distances (pp. 34-40). Distances de deux points, For^ 
mules générales de transformations permettant de changer de triangle de réfé- 
rence. Coordonnées taugentielles. Ce chapitre renferme de nombreuses 
formules nouvelles, de la plus grande utilité. 

IX. — Méthode pour démontrer les théorèmes, (pp. 40-43). Méthodes à 
suivre pour démontrer que trois points sont en ligne droite ou que trois 
droites sont concourantes. Applications. UtiUté dts points factoriens, (Voir 
cbap. V.) 

X. — Encore quflques points et quelques lignes remarquasles (pp. 43- 
46) . Cercle de Brocard^ premier et second triangle de Brocard, Points cy- 
cliques. Droites isotropes. Ce chapitre présente cette particularité 
curieuse que presque tous les théorèmes sur le cercle de Brocard sont 
énoncés et démontrés en une page et demie. 

Comme le montre le rapide résumé que nous venons de donner, l'on* 
vrage de M. Poulain contient les parties les plus élémentaires et les plus 
essentielles de la Géométrie du triangle. Il est clairement rédigé et fort 
bien imprimé; de nombreuses figures, intercalées dans le texte, en faci- 
litent la lecture. Nous ne craignons pas de dire qu'au point de vue élé- 
mentaire et pratique c'est un des meilleurs ouvrages sur le triangle qui aient 
été publiés. Il sera lu avec fruit par tous ceux qui s'intéressent à la Géo- 
métrie du triangle et nous ne saurions trop le recommander. 

E. ViGARlÉ. 
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CLASSE DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

PRéPARANT A LA CLASSE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



PROGRAMME (*) DU COURS DE MATHÉMATIQUES 



Arithmétique. 

Restes de la division d'un nombre entier par 2, 5 ; 4, 25 ; 8^ 1 25 ; 9, 3 ; 11. 

Caractères de divisibilité par chacun de ces nombres. — Plus grand 
commun diviseur de plusieurs nombres. — Nombres premiers entre eux. 
— Plus petit commun multiple de plusieurs nombres. 

Nombres premiers. — Propriétés élémentaires. — Décomposition dMn 
nombre entier en un produit de facteurs premiers.— Composition du plus 
grand commun diriseur et du plus petit commun multiple de plusieurs 
nombres entiers décomposés en facteurs premiers. 

Théorème de Fermât; théorème de Wilson.— Nombre des entiers pre- 
miers avec un nombre entier donné et inférieur à ce nombre. 

Géométrie. 

Revision de la géométrie plane. — Pour les deux premiers livres, on se 
bornera à une revision rapide en insistant sur les divisions fondamentales 
et sur Tordre des théorèmes. — Pour le troisième et le quatrième livre, 
on reprendra les théories des triangles semblables, des figures homothé- 
tiques, des polygones semblables et on fera Tétude des polygones régu- 
liers convexes et non convexes. 

Géométrie de l'espace, — Étude complète du cinquième livre. — Mesure 
des volumes des polyèdres (revision).— Étude des figures homothétiques 
et des polyèdres semblables.— Figures symétriques (revision].— Surface 
et volume du cylindre et du cône (révision). 

Géométrie de la sphère. — Sections planes. « Grands et petits cercles ; 
pôles d'un cercle. — Plan tangent à la sphère. — Positions relatives de 
deux sphères. — Angle de deux grands cercles.— Conditions pour qu'un 
grand cercle soit perpendiculaire à un autre cercle. — Triangles sphé- 
riques, polygones sphériques. — Plus court chemin entre deux points 
sur la sphère.— Arcs de grand cercle perpendiculaires ou obliques menés 
d'un point de la sphère èi un cercle de cette sphère. — Mener par un 
point un grand cercle tangent à un petit cercle.— Mener un grand cercle 
tangent à deux petits cercles. 

Aire et volume de la sphère (revision). — Sphère passant par quatre 
points. — Sphères tangentes à quatre plans. 

(*) Programme officiel. 
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Géométrie descriptive. 

Développer à nouveau tout le programme de la classe de mathématiques 
élémentaires ) sauf ce qui concerne Thélice, et y ajouter les questions 
suivantes : 

Intersection de deux polyèdres. 

Sphère, — Sections planes, intersection d^une droite et dMne sphère.— 
Plans tangents à la sphère, menés par une droite. — Cône circonscrit à 
la sphère. 

Construction des angles trièdres. 

Cylindre et cône, — Plans tangents, sections planes. — Théorème de 
Dandelin. 

Les élèves devront être sérieusement exercés à Texécution des épures. 



Algèbre. 

Division de deux polynômes ordonnés par rapport aux puissances 
décroissantes d*une même lettre. 

Arrangements, peimutations, combinaisons. — Binôme de Newton. — 
Somme des carrés et somme des cubes des n premiers nombres entiers. 

Notions élémentaires sur les déterminants. 

Équations du premier degré. — Systèmes équivalents. — Résolution 
d*un système de n équations du premier degré h n inconnues. 

Calcul des radicaux.— Exposants fractionnaires.— Exposants négatifs. 

Théorie des expressions imaginaires. 

Équations du second degré. — Équation bicarrée. — Condition pour 
que deux équations du second degré aient une racine commune. 

Notions élémentaires sur les séries. — Séries convergentes, séries diver- 
gentes.— Condition pour qu'une progression géométrique soit une série 
convergente. 

Une série à termes positifs est convergente quand, à partir d'un certain 

rang, le rapport reste constamment inférieur à un nombre fixe moindre 

que l'unité; elle est divergente quand, à partir d'un certain rang, ce rap- 
port reste constamment supérieur à l'unité. 

Séries dont tous les termes n'ont pas le même signe ; série des modules. 
— Une séiie dont tous les termes n'ont pas le même signe est convergente 
si la série des modules est convergente. 

Séries dont les termes, à partir d'un certain rang, sont alternativement 
positifs et négatifs. 

)m 

Étude de la fonction a^, a étairt un nombre positif. 

Théorie des logarithmes considérés comme exposants. 

Théorie élémentaire des dérivées, — Développement, suivant les puissances 
croissantes de h^ d'un polynôme entier en x dans lequel on remplace x par 
x-hh, — Dérivée d'une fonction entière. — Dérivée des différents ordres 
d'une fonction entière. 



Limite de ( i -i — ) quand m croit indéfiniment. 
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Extension de la notion de dérivée à une fonction qui n'est pas entière. 

— Dérivée d'une somme, d'un produit, d'un quotient. 

Dérivées des fonctions simples suivantes : x^, a", log x, sin x, cos a?, 
tang Xj arc sin x, arc cos rc, arc tang x. 

Dérivée d'une fonction de fonction ; exemples. — • Formule des accrois- 
sements finis. ~~ Dérivée d'une fonciion composée ; dérivée d'une fonc- 
tion implicite. — Application des dérivées à l'étude d'une fonction d'une 
seule variable. ~ Exercices. 

Propriétés générales des équatiom algébrigites, (On admettra sans démon- 
stration que toute équation algébrique, à coefficients réels on imaginaires 
de la forme a-^bi a une racine de cette forme). — Nombre des racines 
d'une équation algébrique. — Relations entre les coefficients et les racines. 

— Propriétés spéciales des équations algébriques à coefficients réels : 
Racines imaginaires conjuguées, indications que fournissent les signes 
des résultats de la substitution de deux nombres réels. 



Trigonométrie. 

Fonctions circulaires. — Arcs correspondant à une fonction circulaire 
donnée. — Relations entre les fonctions circulaires d'un mâme arc. 

Théorie des projections. — Addition des arcs. — Multiplication des 
arcs, expression de cos ma et de sin ma en fonction do sin a et de cos a; 
expression de tang ma en fonction de tang a. 

Toutes les lignes trigonométriques d'un arc a s'expriment rationnelle- 
ment en fonction de -• 

2 

a 
Division des arcs : Connaissant cos a, ou sin a, calculer sin - et 

2 

cos -: connaissant tang a calculer tang -• 

- 2 2 

Transformer en produit la somme ou la différence de deux sinus, de 
deux cosinus, de deux tangentes. 

sin m 
Limite de quand x tend vers zéro. L'arc x étant compris entre o 

X 

1C x^ 

et - , on a a? > sin a3 > a? — — . 
2 o 

Usage des tables trigonométriques à 7 décimales. 

Manière de rendre calculables par logarithmes des expressions de la 
forme a-hb. — Application à la résolution trigonométrique de Téquation 
du second degré et à la résolu tiou de quelques équations trigonométriques 
simples. 

Relations entre les angles et les côtés d'un triangle. — Résolution des 
triangles. 

Géométrie analytique. 

Construction des expressions algébriques. — Coordonnées rectilignes ; 
leur transformation. — Distance de deux points. 

Théorie analytique de la ligne droite, — Problèmes principaux. — Rapport 
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anharmonique de quatre points en ligne droite ; rapport anharmonique de 
quatre droites concourantes; condition pour que les quatre points for- 
ment une division harmonique; condition pour que les quatre droites 
forment un faisceau harmonique. — Pôle et polaire par rapport à un sys- 
tème de deux droites. — Quadrilatère complet. 

Théorie analytique du cercle, — Équation du cercle. — Équation de la 
tangente. — Pôle et polaire par rapport au cercle. — Axe radical de deux 
cercles. — Centre radical de trois cercles. — Cercles orthogonaux. — 
Transformation des figures par rayons vecteurs réciproques. — Appli- 
cations. 

Equation de la tangente aune courbe en un point donné* 

Asymptotes. — Définition. 

Asymptotes parallèles à l'aœe des y. (On se bornera à démontrer qu^on les 
obtient en cherchant les valeurs finies de x pour lesquelles y est infini). 
Applications. 

Asymptotes non parallèles à taxe des y, — Détermination de leur coeffi- 
cient angulaire c et de leur ordonnée à Torigine d, (On se bornera à 
démontrer que Ton a 

y 

c = lim -, d := lim {y — ox) 

X 

pour X infini). Applications. 

Courbes du second degré. — Classer les courbes représentées par l'équa- 
tion du second degré à deux variables en résolvant cette équation par 
rapport à l'une des variables. — Nombreux exercices. 

Réduction de V équation générale du second degré par la transformation des 
coordonnées. 

Genre eUipse ou hyperbole. — l» Réduction de l'équation à la forme 
Ax* + 2Baîy + Cy* 4- F = o. — Centre, équations du centre ; 2« Réduc- 
tion de réquation à la forme Ax^ -+■ Cy* + F = o, en supposant les axes 
rectangulaires. 

Genre parabole. — Réduction de Téquation à la forme Ci/* -h 2Da? = o, 
en supposant les axes rectangulaires. 

Etude des courbes du second degré sur les équations réduites. 

Ellipse. — Discussion de l'équation réduite; — Montrer que l'ellipse 
peut être considérée comme la projection orthogonale d'un cercle. — 
Application h la démonstration de quelques propriétés de l'ellipse. — 
Tangentes : tangente en un point, tangentes parallèles à une direction 
donnée, tangentes issues d'un point donné. — Normales : normale en 
un point, normales parallèles à une direction donnée. 

Diamètres. — Diamètres conjugués. — Equation de l'ellipse rapportée 
à deux diamètres conjugués. — Construction des axes d'une ellipse con- 
naissant deux diam très conjugués en grandeur et en position. 

Hyperbole. — Discussion de l'équation réduite. — Asymptotes. -^ 
Hyperboles équilatères. — Tangentes : tangente en un point, tangentes 
parallèles à une direction donnée, tangentes issues d'un point donné. — 
Normales : Normale en un point, normales parallèles à une direction 
donnée. — Diamètres : diamètres réels, diamètres imaginaires. — Hyper- 
boles conjuguées. — Diamètres conjugués. — Equation de l'hyperbole 
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rapportée à deux diamètres conjugués. — Construction des axes d'une 
hyperbole connaissant deux diamètres conjugués en grandeur et en posi- 
tion. — Construction par points d'une hyperbole connaissant les asymp- 
totes et un point de la courbe. 

Parabole. — Discussion de Téquation réduite. — Tangentes : tangente 
en un point, tangente parallèle à une direction donnée, tangentes issues 
d'un point donné. — Sous-tangente. — Normales : normale en un point, 
normale parallèle à une direction donnée. — Sous-normale. — Dia- 
mètres. — Equation de la parabole rapportée à un diamètre et à la tan- 
gente à l'extrémité de ce diamètre. 

Foyers et directrices. — Détermination des foyers et des directrices des 
courbes du second degré en se servant des équations réduites. 

Divisions homographiques. — Faisceaux homographiques. — Involution. 
— Lieu du point de rencontre des rayons homologues de deux faisceaux 
homographiques. — Application à la résolution de quelques problèmes 
concernant les courbes du second degré. 

AVIS AUX PROFESSEURS 

Le but de la classe, pour laquelle est fait ce programme, étant de 
mettre les élèves en état de suivre avec fruit le cours de mathématiques 
spéciales, les professeurs chargés de cette classe sont invités à ne pas 
sortir des limites de ce programme et même à ne le développer complète- 
ment qu'autant que l'état de préparation de leurs élèves leur permettra 
de le faire d'une façon utile. 

On les engage à employer tout le temps qui restera disponible à 
exercer les élèves à la discussion des fonctions et à la recherche des lieux 
géométriques. 



QUESTION 399 

Solntion par M. Ch. Michel. 



Soit AB, une corde mobile, parallèle a une direction fixe (*), 
dans une circonférence A, de rayon R. Sur AB on prend un point 

I tel que 

ÏÂ.2 + ÏB^ + KÂB^ = 2(1 -t- 2K)R»; 
K désignant une constante donnée. 

Trouver le lieu décrit par ce point I. 

(*) M. Ch. Michel m'avait présenté la question dans deux cas particu- 
liers qui correspondent aux hypothèses K = o, K = i. En généralisant 
la question qu'il me proposait, j'ai, dans ma rédaction, oublié les mots 
paraUèle à une direction fixe qui étaient essentiels. Cet oubli a rendu 
l'énoncé inintelligible. G. L. 



n 
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Prenons I à Tintérieur de A. Soit CC la symétrique de B, 

par rapport à 01 ; posons 

a = AOU - Aie. 
On a 

ÂG^ = 2R«(i - cos a) = Âï^ 4- ÎB* - 3AI.IB cos a; 

d'où' 

Âï^ + iB^ - 2R« = 2 C08a(AI,lB - R«). 
Or AB = AI 4- IB. 

La relation de renoncé donne 

(K-hi)ÂÎ^+ÏB^-2R«)=-2K(AI.IB-R«), 
Donc cos a = constante. 
Or X = 2OIM, etc. 




QUESTION 406 

iioluttoii par Madame V^^ F. Prims. 



DE étant une corde de la circonférence circonscrite à un tri' 

angle ABC; F, G les points de rencontre de DB, DG avec une 

sécante variable AZ ; H, K les points oii les parallèles à DE, menées 

par F, G, rencontrent AE. Qu£l est le lieu de Vintersection M 

des droites BH, GK, lorsque AZ tourne autour de A. 

(Bernes.) 

II est visible que les droites BH et GK décrivent des fais- 
ceaux homographiques ; le lieu du point M est donc une 
conique passant par les points B, G. Le point M prenant les 
positions particulières A, D, E lorsque la sécante AZ est 
parallèle à DE ou coïncide avec une des droites AE et AD, la 
conique lieu de M a cinq points communs avecla circonférence 
BBG; par suite, elle ne peut différer de cette circonférence. 

Nota. — M. SoUertinsky nous a adressé une solution toute semblable. 
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QUESTION 409 

filolation par M. B. Sollertinsky. 



Sur deux droites données, issues du sommet A du triangle ABC, 
déterminer un couple de points antigonaux (ou jumeaux). 

(Bernés.) 

Soient AM, AN les droites données; AM', AN' leurs isogo- 

naies. Si les bissectrices de Tangle M'AN' rencontrent la 
circonférence ABC aux points D, D', le diamètre DD' rencon- 
trera AM', AN' aux points M', N', inverses par rapport au 
cercle ABU. Les points M, N inverses (isogonaux) de M', N' 
par rapport au triangle ABC, sont- les points jumeaux. (Voir 
de la Note M. Neuberg^ sur les projections, etc., 1890, 14, §§ IS.) 



QUESTION 410 

Solution par M. B. Sollertinsky. 



Si sur deux droites antiparallèles relativement à Vangle A du 
triangle ABGet issvss du sommet A, onconMèredeux couples de 
points inverses M et M', N et N', le second point d'intersection des 
circonférences AMN', ANM' est sur la circonférence ABC. 

(Bernes.) 

Soient P, P' les points oh les droites AM, AM' rencontrent 
la circonférence ABC. En supposant le point N situé sur la 

droite AM, on a 

(MNP oc) ==: (M'iN'oc P') = (N'M'P'oc), 

PM _ fn; 

ou pjvf - p'M' ' 

De là, il résulte que les circonférences APP', AMN', ANM' 
concourent au même point S, centre de similitude des divi- 
sions PMN, P'N'M'. 
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QUESTION 398 

Isolation par M. Baudran, élève au lycée de Rouen. 

D'un point M on mène, à une parabole P, des tangentes MA, MB 
qui coupent l'axe de cette parabole respectivement aux points A', 

B^ Démontrer que 

MA_MA' 

. MB ■" MB'' 

(G. L.) 

La médiane MD du triangle AMB 
est parallèle à Taxe. Or, dans un 
triangle, toute parallèle A'B' à la 
médiane intercepte sur les côtés 
correspondants des segments pro- 
portionnels à ces côtés {*). La pro- 
position se trouve ainsi démontrée. 

Nota, — Solutions diverses par M"' veuve F. Prime, à Bruxelles; G. 
Russo, à Catanzaro; Charles Michel, élève au collège Ghaptal; W. J. 
Greenstreet; M. A. B. SoUertînsky ; C. Grolleau, maître-répétiteur au 
lycée de Marseille. 




QUESTION 397 

Violation, par M. G. Russo, à Catanzaro. 



On donne une circonférence et Vun de ses diamètres ah. D'un 
point n, pris arbitrairement sur la circonféremce donnée, comme 
centre, avec ob pour rayon, on décrit un arc de cercle^ Cet arc 
coupe en de diamètre ah et en d la circonférence donnée. Démon^- 
trer que la droite cd est perpendiculaire à la droite ao, 

(Maonheim.) 



(*) On a, en effets 
or 


CD MB' CD MA 

DB "" MB ' AG ~ MA ' 
DB — AC, 


donc 


MB' MA' 
MB MA 
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Le triangle dob étant isoscèle, on a 

odb = obd ; 
mais odb = oab , 

comme inscrits dans un même segment ; donc 

oab = obd , 
Soit oM perpendiculaire sur a& ; on a 

oab = M.ob = - cob = cdb . 

2 

Ainsi, les angles cdb, obd sont égaux ; par suite cd est paral- 
lèle à ob. D'où l'on conclut qu'elle est perpendiculaire sur oa. 

Autrement (*). — Désignons par e le point oli le prolonge- 
ment de oc rencontre la circonférence donnée. Les arcs ob, od 
étant égaux, l'égalité des angles c et 6 du triangle isoscèle ocb 
a pour conséquence l'égalité des arcs ad, ae; oa est donc la 
bissectrice de l'angle doc et comme le triangle doc est isoscèle, 
oa est perpendiculaire sur de. 

Nota. — Solutions diverses par MM. B. SoUerlinsky; W. J. Greenstreet; 
M. A.; Oh. Michel, élève au collège Ghaptal; Baudran, élève au lycée de 
Rouen. 



QUESTIONS PROPOSEES 



423. — Si pa, Pb, Pc p désignent les distances algébriques 
des points A, B, C, M à la droite harmoniquement associée au 
point M, par rapport au triangle ABC, on a : 

I î I 3 

1 H = -• 

Pa Pb Pc p 

(L, Bénézech.) 

^SA. — Construire un triangle dont les côtés contiennent 
les sommets d'un quadrilatère donné et qui soit partagé par 
les diagonales en quatre parties équivalentes. Il y a une con- 
dition de possibilité : la formuler. 

(Lucien Lévy,) 

(*) Cette seconde solution est de M"» V" Prime, de Bruxelles. 
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425. — Dans un triangle isoscèle, le rapport de la base à 

la hauteur est |. On prend, sur la hauteur, un point qui la 

divise, à partir de la base, dans le rapport de 3 à 5 ; et parce 
point on mène les deux droites qui font, avec la hauteur, des 
angles de 45^ Démontrer que ces deux droites partagent le 
triangle en parties équivalentes. 

(Lucien Lévy.) 

426. — Démontrer que Téqualion 

05* = 1/* + 5* 

admet une infinité de solutions, en nombres entiers; la somme 
œ + y étant un bicarré (*). 

(G.L.) 

427. — Sur la médiane am d'un triangle abc, comme dia- 
mètre, OQ décrit une circonférence de cercle. Cette courbe 
coupe, au point ^,le cercle circonscrit au triangle aôc : démon- 
trer que les droites ab, ac, ag et la hauteur ah du triangle 
forment un faisceau harmonique. (Mannheim ) 

428. — On donne une circonférence de cercle et les tan- 
gentes sa, sb à cette courbe. Du point 5, on mène une droite 
arbitraire qui rencontre la circonférence en p et en y : démon- 
trer que les distances des points de contact a, 6, aux points 

p, q sont proportionnelles : c'est-à-dire que — = ^ . 

aq bq 

(Mannheim.) 

(*) Ce problème ne doit pas être confondu avec celui qui a été pro- 
posé par Fermât, dans une remarque relative au Traité des doubles égalités 
de Bachet. 

Le problème de Fermât consiste à trouver un triangle rectangle dont les 
côtés sont exprimés par des nombres entiers, de telle sorte que l'hypoténuse soit 
un carré parfaitf ainsi que la somme des deux côtés de V angle droit. 

On trouvera une solution de ce problème dans les Recherches sur Vana'^ 
lyse indéterminée et Varithmétique de Diophante (p. 27), par Edouard Lucas. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BEROiRB^ 20, PARIS — 87>t62-1S-0l. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernés» 

{Sitite, voir page 3.) 



Autres propriétés des cercles G, G'. — Ces cercles étant 
symétriquement inverses, les propriétés du § XIV leur sont 
applicables; le triangle ABC y remplaçant le triangle AB'C, 
puisque Taxe radical est ici BC. 

Ainsi : y® Les tranf ormes g, g' des centres G, G' sont symétriques 
relativement à BG, et le cercle Agg' est le cercle d'Apollonius 
relatif à A, dans ABC; 2^ Les centres G, & sont conjugués; 3^ Les 
deux cercles ont pour centres de similitude les extrémités a, a du 
diamètre perpendiculaire à BC en son milieu^ dans la circonfé- 
rence ABC. 

A quoi on peut ajouter cette proposition qui complète le 3®, 
Si I, la, Ib, le sont les centres du cercle inscrit et d'un cercle ex-in- 
scrit ^ les points des circonférences G, G' sont deux à deux conjugués 
relativement au cercle décrit sur I !« comme diamètre, et aussi deux 
à deux conjugués relativement au cercle qui aurait pour diamètre 
Ift le. En effet, ces deux cercles ont pour centres «r, a' et pour 
rayons cB, ci'B. Or les cercles G, G' sont inverses Tun de 
l'autre relativement à chacun de leurs centres de similitude 
a, a' ; et comme B y est son propre inverse, les puissances 
d'inversion sont <yB^, d'B^. • 

Remarquons en outre que le 2® résulte directement de ce que 
AG, AG' étant des droites isogonales ainsigue AH et AO, les 
angles HAG', GAO sont égaux et par suite GAO = 5G^; ainsi, 
AG, AG' sont antiparallèles relativement à Tangle AOG et 
G et G' sont deux points conjugués. La première partie de 
i^ en est une conséquence, et la deuxième résulte de ce que 
le cercle d'Apollonius, relatif à A, dans ABC est le transformé 
de la droite GG' perpendiculaire à BG en son milieîi (*); par 
suite il se confond avec le cercle kgg\ 

(*) Cette transformation est signalée dans le mémoire de M. Gob. 
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Nous allons maintenant établir les deux relations 

0G_ AM AM _ p 

R "" An'^AM'"" p' 
dont la seconde a été énoncée au § XTY, mais non démontrée. 
Remarque préliminaire. — Soient A'B'G" un triangle quelconque 
dont les angles A', B', G' sont définis à Ktc près comme il a 
été dit, 0' le centre de la circonférence A'B'C, D' le milieu 
de B'G . On a toujours^ en grandeur et en signe (0'D',0'G') = A'. 
Gar si c'T est la tangente, en G', à cette circonférence : 

A' = (A'B', A'GO = (G'B', G'T'). 

Or (O'D', B'C) = I = (O'G', GT), 

d'où (O'D', O'G') = (B'G', GT') = A'. 

Relation — = prr, établie en grandeur et en signe. — Si X, X' 

désignent les angles (MB, MG), (M'B, M'G), les trois angles 
du triangle OGG sont (OG, OG) = A (d'après la remarque 
précédente, (GG, GO) = - (GO, GG) = - X (d'après la même 
remarque) ; par suite, (GO, GQ) = X — A. D'autre part, F 
étant, comme plus haut, le point où le cercle G rencontre AB, 
il est visible que le triangle AFG a aussi pour angles A, — X, 

K 

Or, si m' est le transformé de M' ou l'isocyclique de M, 
AM.Am' = AF.AB, ou 

^^ U Kl? 

_.6c=c.AF. 

Par conséquent 

AM _ AF _ OG 

AM' "■ 6 ■" R ' 

Mais on voit que la longueur AF, nulle lorsque G est 

en 0, change de sens en même temps que OG; par suite si 

Ton considère OG comme positif ou négatif, selon qu'il a le 

sens de la hauteur AHa, ou le sens contraire; le sens positif de 

AF OP 
AFétant le sens de AB, l'égalité— = — a lieu en grandeur 

et en signe, et l'on en conclut qu'il en est de même de l'égalité 
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OG AM 

R ~ AM'' 

AM AM.Am' 
le rapport ^, = — ^^ 

étant positif ou négatif selon que A est extérieur ou intérieur 
à la circonférence O (ou G', pour la même raison). 

Une démonstration plus directe résulte de ce que d'après 
un théorème déjà invoqué (§ XIII) la puissance de A, relati- 
vement à la circonférence G, la quantité AM.Am' est égale à 
2OGA, le signe de OG étant défini comme il vient d*êlre dit. De 

là, il résulte : 

AM OG 



AM' R 

Une conséquence importante est que le lieu du point M 

AM 
pour lequel YT/r ^ ^^® valeur K, donnée en grandeur et en 

signe, ne comprend que la circonférence unique passant parB 

et G et dont le centre G est défini sur OD par OG = K.R. Le 

R 

centre du lieu de M' est de même défini par OG' = — . Mêmes 

lieux pour les transformées m, m\ 
Remarque. — L'égalité — = ^^, et l'égalité corrélative 

OG' AM' 

— = — - donnent OG, 0G'= R* et suffisent à prouver que 
R AM 

G et G' sont conjugués. Toutefois, si l'on n'avait pas égard 
aux signes, il serait nécessaire de montrer que G et G' sont 
du même côté de ; fait évident a priori, car AG, AG' et AO, 
AHa étant deux couples de droites isogonales, ou bien AG, 
AG' sont intérieures à Tangle HaAO et alors OG, OG' ont le 
sens AHa, ou bien AG, AG' sont extérieures à cet angle et 
alors OG, OG' ont le sens contraire du sens AHa. 

Relation -rrr, = /• — ^^ * 6*® ^^ î^® ^G> •A.G' sont antipa- 
AM p 

rallèles relativement à l'angle AOG; d'où résulte 

OG _ AG 

R "" G' * 

AG p , AM p 

Mais -tt; = -' » donc --rrr- = \ • 

AG p AM p' 
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Ou bien encore, 6, G' étant conjurés, GQ, GG' sont anti- 
parallèles relativement à Tangle GOG, et 

p OG _ AM 

p'"" R " AM'' 
Conséquences. — Les triangles GAM, G' AM' ayant leurs trois 
côtés proportionnels ont leurs angles égaux au signe près; 

et comme 6aM, (?AM!' sont de signes contraires, les angles 
au centre AGM, AG'M' sont égaux et de signes contraires. Ge 
qui montre quelle est la position relative des points isogonaux 
M, M' sur les circonférences G, G'. On en conclut qu'un arc 
quelconque MM^ de la circonférence G et Tare M'Mi' déterminé 
sur G par les points isagonaux, sont sj^métriquement sem- 
blables. Tels sont les arcs Alwi', et M'm. 
Lorsque M est sur AG, M' est sur AG'; et comme 

AM _ p _ AG 

AM'"" p' "" AG'' 
MM' est parallèle à GG', c'est-à-dire perpendiculaire à BG. 
De même mm\ 

Quand OG = ± R, les deux cercles G, G' se confondent 
Pour OG=R ils conïcidentavec le cercle décrit sur !!« comme 
diamètre, et pour OG = — R, avec le cercle qui a pour dia- 
mètre Ibh (I> la, Ib> le étant les centres des cercles tangents 
à ABG). On a alors AM = AM'; et comme AG est bissectrice 
de l'angle A, les points isogonaux M, M' sont symétriques rela- 
tivement à AG. 

Théorème réciproque. — Deux cercles quelconques, symé- 
triquement inverses G, G', et dont les centres G, G' sont sur la 
perpendiculaire OD à BG en son milieu passent par Bel G; de plus y 
à tout pointM.de F un correspond, sur Vautre, unpoint W isogonal 
de M. 

L'axe radical X des cercles G, G' étant parallèle à BG, le 
cercle x, transformé de X, est tangent, en A, au cercle ABG. De 
plus, d'après le § XIV (théorèmes 2, 2<^), ce cercle a son centre 
sur GG'ou OD ; donc il se confond avec le cercle ABG et X se 
eonfond avqc BG. Mais, d'après ce même théorème, les cercles 
X et G ont pour axe radical X ; donc BG est Taxe radical des 
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cercles G et ABC; et celui-ci, passant par B et G, il en est de 
môme du cercle G. Et de même pour le cercle G'. En outre, 
au point M du cercle G correspond sur le cercle G' son trans- 
formé m. Donc M', isocyclique de w, est sur le cercle G'. 

Sans recourir au § XIV, on pourrait prouver, comme il suit, 
que ks cercles G et ABC ont BG pour axe radical. De ce que 
G et G' sont symétriquement inverses, il résulte queAG, AG' 
sont deux droites isogonales, et par suite sont antiparallëles 
relativement à Tangle AOG. D'où 

AG _ OG 

AG' "" X' 

AG 

Or Aa=AG.A^= ^0^7^,' 

A(j 

Donc A« = 2A.OG. 

Mais, d'après le théorème sur Taxe radical, rappelé au § XIII, 
si S est la distance du point A à Taxe radical des cercles G 
et ABC, Ag = 28. OG. Donc 8 = ft, c'est-à-dire que Taxe radi- 
cal des cercles G et ABG est BG. 

Théorème. — Si M, W étant deux points isogonaiiXf on con- 
sidère les trois cercles MBG, MGA, MAB et les trois cercles M'BG, 
M'GA, M'AB, les rayons p, p^, p,, des trois premiers sont inverse- 
ment proportionnels aux coordonnées tripolaires de M', et les 
rayons p', pi', pj des trois autres sont inversement proportionnels 
aux coordonnées tripolaires de M. Plus explicitement, les six pro- 
duits pAM', piBM', p,GM', p'AM, pîBM, p^CM sont égaux : leur 
valeur commune est 2Rr; R désignant le rayon du cercle circon- 
scrit aux podaires de M et M' relativement à ABG. 

Gonsidérons le triangle IRK formé par le milieu I de AM, 
le sommet R du podaire PQR de M, et le milieu E de MM' qui 
est le centre du cercle circonscrit à PQR. Le point I est le 
centre du cercle ARQ et IK parallèle à AM' est perpendicu- 
laire à RQ ; donc, d'après la remarque préliminaire (IR,IK)c=: A, 
le troisième angle (El, ER) pour la même raison égale l'angle 
P du podaire, c'est-à-dire, X — A, et par suite le deuxième 
tiiigloest— X. Donc ce triangle IRE est directenienl semblable 
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à OGC et donne 

OC GC 2R p .^, ^ 

—-. = -= ou -rrrr, = - OU pAM' = 2Rr; 

IK RK AM' r ^ ' 

puis 

pAM' = piBM' = p,GM' = p'AM = pi'BM = piCM = 2Rr . 
Application du théorème. — Si Ton propose de construire un 
point M tel que les rayons p, p^, p, des cercles MBC, MCA, MAB 
soient proportionnels à trois quantités données, on voit qu'il 
suffit de construire le point M' dont les coordonnées tripolaires 
soient proportionnelles aux inverses de ces quantités, ce qui 
donne deux points conjugués M', Mj, et de prendre les isogo- 
naux M, M^ de ces deux points. On a ainsi deux solutions, 
qui peuvent, comme on sait, se réduire à une, ou être imagi- 
naires. Ces deux points M, Ml étant les isogonauxdedeux points 
conjugués sont isoptiques, et les rayons qui leur correspon- 
dent sont, non seulement proportionnels, mais égaux. D'oîi 
cette conséquence que, pour les deux points conjugués M', Mi les 
rayons r, r^ des podaires sont proportionnels aux coordonnées 
tripolaires de M', Mj, en vertu des égalités p.AM' = 2Rr et 
p.AMi = âRr^. Mais cela résulte déjà plus simplement de ce 
que ces podaires sont semblables et que les côtés bomologues 
des podaires de deux points quelconques sont proportionnels 
aux coordonnées tripolaires correspondantes de ces deux 
points. 

Corollaire formé par inversion. — Si M et W étant 
deux points isogonaux, g, g' sont les transformés des centres G, 
G' des cercles MBC, M'BC et que g^, gj, gj, g2 soient les symé- 
triques de A relativement aux droites BM, CM, BM', CM' et que t 

p p' 
désigne la valeur commune des rapports —^ > —-^ > les distances Ag, 

Agi, Agj, Ag', Agî, Ag2 sont proportionnelles à i.kW, BM', CM', 
t.AM, BM, CM et la valeur commune des six rapports égaux est 

égale a r- • 

On voit d'abord que ^j, ^„ g[, g^ sont les transformés des 
centres Gj, G, , G Gi- 
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Puig p = GB=|^ ou p = 6c ' 



A^.AC ^ kg 
de même p' = hc i — 

6c 
Puis Pi = G- A = t — etc. 

DODC 

^AM^ _ ^ _. CM' _ /.AM BM _ CM _ r 

Aff "" Affi "" A^i "" %' "^ Ag'; "" Ajj " ^ ' 

fil suivre.) 



DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME 

TRES GÉNÉRAL SUR LES LIMITES 
Par M. Maurice Fonché, professeur à Sainte-Barbe. 



On doit à M. Jablonski un théorème très général sur les 
limites et d'une extrême commodité dans presque toutes les 
questions des limites qui se rencontrent dans le programme 
de là classe de Mathématiques élémentaires; questions qu'on 
doit traiter sans le secours de la théorie des infiniment petits. 

Ce théorème consiste en ce que, si deux suites de quantités 
^1 9 ^1 Y ^3 9 • • • ^n • • • et 6t , 6, , 63 , ... bn ... sont telles que : 
l^tti soit toujours plus petit que bj , quels que soient les indices ; 
et 2® la différence bn — an tende vers o quand n augmente indé- 
finiment ; les éléments des deux suites tendent vers une limite 
commune quand Tindice augmente indéfiniment. 

La démonstration qu'on trouve dans l'ouvrage de M. Ja- 
blonski (Compléments d'algèbre) peut être modifiée de la 
manière suivante, laquelle permet d'établir la conclusion en 
distinguant deux cas au lieu de trois, t 

Je m'appuie sur les deux propositions suivantes, trop 
connues pour qu'il y ait lieu d'y insister : 

I. Si l'on a une suite de quantités a^, a^, . ,. a^ telles que 
chacune d'elles ne soit pas inférieure à la précédente et que 
toutes soient plus petites qu'une quantité fixe A, ces quantités 
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tendent vers une limite inférieure ou égale à A lorsqu'on 
s'avance indéfiniment dans la suite. 

Le cas où, à partir d'un certain rang, toutes les quantités a» 
resteraient égales entre elles est compris dans l'énoncé pré- 
cédent: c'est la valeur commune de ces quantités égales qui 
est alors leur limite. 

II. Si deux snites de quantités 

1* 8 * * * ^n * * * er ^1* ^2 • • • Of^ 

sont telles que bn — «n tend vers o, et si les éléments d'une 
des suites tendent vers une limite, les éléments de l'autre 
suite tendent vers la même limite. 

Cet énoncé comprend encore le cas où les éléments d'une 
des suites ou ceux des deux suites resteraient égaux entre 
eux à partir d'un certain rang. 

Je considère maintenant deux suites : 

Gif On, 08, ... On . • • 

^1> ^2» ^8> . . • 0„ , . , 

telles que : 

1** Oi < bj quel que soit l'indice ; 

2° bn — an tende vers o quand n augmente indéfiniment. 

Je dis que les éléments de ces deux suites tendent vers une 
même limite. 

Si, d'abord, les quantités a sont telles qu'aucune d'elles ne 
soit inférieure à la précédeuto, elles rentrent dans le cas de la 
Proposition I, puisqu'elles sont toutes plus petites que 6»; et 
Un tend vers une limite A. Alors bn tend vers la même limite A, 
en vertu de II, puisque 6„ — an tend vers o par hypothèse. 

Si maintenant les quantités o ne satisfont pas à la condition 
précédente, on substitue à la suite des o une suite 

Oi, 02* • • • a^, • • . 



ainsi formée : 


Oi - oi; 




si 02 > a% 


on posera 


0^ = 02; 


si 02 < a 




O2 — Oi* 


De même: 






si O3 > 02 


on posera 


03 = 03; 


si Os < 02 




ai = (h; 



et ainsi de suite 
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Cela revient à écarter, de la suite des a, toute quantité qui 
est plus petite que la précédente, pour la remplacer par cette 
quantité précédente. De la sorte, une quantité a^ est toujours ou 
conservée; ou remplacée par une quantité plus grande, et 
Ton a dans tous les cas : 

On > «n. 

Les quantitésaétant choisies parmi les quanti tésdonnées sont 
toutes plus petites que les quantités 6; d'après leur formation, 
elles vont en croissant, ou tout au moins ne décroissent jamais. 

On rentre alors dans le cas précédent, et «n tend vers une limite. 
De plus, comme on a 

On < «n < &n , 

on a aussi 6» — «n <,bn — an 

et bn ~ a'n tend vers zéro comme &« — «n. 

Donc, en vertu de II, fc„ tend vers la même limite que a^. 

Mais bn — É/ntend vers zéro, par hypothèse; donc a„ tend 
aussi vers la même limite. 

c. Q. F. D. 



DEMONSTRATION DIRECTE (*) 

DU SECOND THÉORÈME DE GULDIN 
Par M. Léon Vautré. 



Soient a, p, y, r, les perpendiculaires abaissées des sommets 
A, B, G, du triangle, et de son centre de gravité G, sur Taxe 
de rotation; a, b, c, les projections, sur cet axe, des côtés BG, 
CA, AB; Sa, Sb, Se, les aires des trapèzes compris entre ces 
côtés et leurs projections; Va, V^, Vc, les volumes des corps 
engendrés par ces trapèzes; ces aires et ces volumes étant 
considérés comme additifs ou comme soustractifs, en même 
temps que les projections correspondantes a, 6, c; enfin, soient 

(*) La démonstration ordinairement donnée (V. Rouché et de Combc- 
rousse, 6"* édition, § 896, p. 230) consiste à vériâor Texactitude du théo- 
rème en question dans le cas où le triangle tourne autour d*un de ses 
côtés. On généralise ensuite assez facilement la proposition. 

JOURNAL DB MATH. ÂLiM. — 189^. 2. 
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S l'aire du triangle ABC, et V le volume de la figure qu'il 
engendre. 
On a, dans tous les cas : 

6 
La somme a-¥b-¥ c étant nulle, on n'altère pas le facteur 

de K > en y ajoutant le produit 

(Py + ya + ap)(a + 6 + c), 
ce qui peut se faire en introduisant, dans chacune des trois 
parenthèses, le trinôme py + ya + aj3. On trouve ainsi : 

Va + Vb +Vc = ^ (a + p + Y)[a(p + y) + *(ï -H a) -H c(a + p), 

En remplaçant les termes de la parenthèse parleurs valeurs res- 
pectives, 2Sa, 285, 2Sc, et la somme a + p + y par 3r, on a 

Va +Vb +Vc = 27Cr(Sa + S5 + S^). 

Mais les deux sommes Va + V^ + Vc et Sa -*- St + Se ont 

pour valeurs absolues V et S ; de plus, elles sont de même signe. 

Finalement on a 

V = 27rrS. 

Remarque, — On sait comment, le théorème de Guldin étant 
démontré pour un triangle, on Tétend à une aire plane quel- 
conque tournant autour d'un axe situé dans son plan. 



LES PROGRES DE LA GEOMETRIE DU TRIANGLE 

EN 1891 
Par M. Emile Vigarié. 

(SuUe et fin^ voir, page 7.; 



8. Points et droites de Feuerbaoh. — M. de Long- 
champs a étudié les points et les droites de Feuerbach dans 
une Noie publiée dans ce Journal (J. E. pp. 106-108) et il on a 
donné plusieurs propriétés. (]les mêmes éléments ont été ren- 
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contrés par MM. Lemoine, Kœhler, Boutin et par Steiner (voir 
/. E., p. 134). M. Boutin, dans une lettre à M. de Longchamps, 
a signalé de nouvelles propositions. 

9. Ellipse de Brocard. — Dans un article Sur Fellipêe 
de Brocard (Mémoires de TAcadémie royale des Sciences, des 
Lettres et des Beaux- Arts de Belgique, tomeXLIX). M. Cata- 
lan a fait une élude complète de cette ellipse remarquable. 
Après avoir indiqué de nombreuses relations métriques, Tau- 
teur donne les propriétés des principaux points et des princi- 
pales droites qu'on y rencontre. Le Mémoire se termine par 
une planche sur laquelle sont représentés les éléments étu- 
diés dans le travail précédent» 

10. Coordonnées tripolaires. — En coordonnées tri- 
polaires, toute courbe présente Tinconvénient d'être repré- 
sentée par une infinité d'équations de degrés différents. De là 
des difficultés. Il était donc nécessaire de trouver une méthode 
qui permit d'identifier facilement les courbes définies par 
leurs équations tripolaires, et d'énoncer aisément les formules 
qui les concernent. C'est l'avantage que réalisent les coordon- 
nées tripolaires réversibles (7. S., pp. 265-276) de M. Poulain. 

11. Cercles inverses. — Le chapitre des figures inverses 
par rapport au triangle de référence vient d'être augmenté par 
une Note de M. SoUertinsky Sur les cercles inverses {J. E,y pp. 
273-277). L'auteur y donne de très intéressantes propositions. 

Nous devons signaler les Questions de Géométrie projective de 
M. Neuberg (Mathesis, pp. 90-92, 116417, 26o-271) qui renfer- 
ment un grand nombre de propositions se rapportantà la géo- 
métrie du triangle. 

12. Ouvrages publiés. — Cette année, plusieurs volumes 
ou brochures ont été publiés sur la Géométrie du triangle. Les 
uns lui sont entièrement consacrés, les autres en contiennent 
plusieurs chapitres importants. Ces publications ayant été ana- 
lysées dans ce Journal, nous nous contenterons de les signaler. 

1® Die Brocardschen Gebilde, par M. le D' Emmerich (voir 
/. ^., pp. !213-2U). 

2® Supplément to Euclid revised, par M. Nixon (/. jB., pp. 
87-88), 
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3<* Sur la Géométrie récente du triangle, par M. J. Neuberg 
(/. E., pp. 232-253). 

4° Principes de la Nouvelle Géométrie du triangle, par M. A. Pou- 
lain (/. E. 1892, pp. 13-14). 

5<» A Treatise on the Geometry of the circle, par M. M*Glelland 
(analysé dans le présent numéro). 

Annonçons enfin la publication prochaine d'un Traité de la 
Géométrie du triangle, par M. M*Gay et d'une nouvelle édition 
du Companion to the Weekly problem^ papers de MM. Milne et 
Simmons. 

Les généralisations de, la Géométrie du triangle ont été fort 
peu étudiées, nous avons seulement donné un résumé des 
recherches faites antérieurement sous le titre de La generali- 
zaciones de la Géometria del triangulo {Progreso matemalico, Oc- 
tobre et Novembre 1891). 

13. — Au dernier congrès de l'Association française pour 
l'avancement des sciences (Marseille, septembre 1891), plu- 
sieurs mémoires sur la Géométrie du triangle ont été commu- 
niqués. Ce sont : 

De Longchamps. — Sur le rayon de courbure des coniques 
inscrites à un triangle, 

Lemoine. — 1® Sur la transformation systématique des formules 
relatives au triangle. 

2® Divers résultats concernant la Géométrie du triangle, 

Neuberg et Schoute. — Extension d'un problème connu. 

Nous rendrons compte de ces travaux après la publication 
des comptes-rendus de l'Association française. 

EXERCICES DIVERS 

Par M. Aug^. Bontin. 

(Suite^ voir p. 277, année 1891.) 



200. — Sur les points tripolairement associés. 

Soit M. un point dont les coordonnées barycentriques sont: a', p', y 
M rencontre BG en Aj. soient Aj le conjugué harmonique de A, par rap- 
port à BG; El, Bs, G^, G3 des points analogues. 
Les trois cercles de diamètres AiA2 BiB^, GiGs» se coupent aux deux 
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mômes points Mt, M,, ces deux points sont tripolairement associés, c'est- 
à-dire que Ton a : 

AMt _ BMt __ CMt 

am; "" bm; - cm; ' 

En eifet, la circonférence de diamètre AjA,, est le lieu des points d*où 

Ton voit sous le môme angle deux cercles de centre B et G et de rayon 

K K 

— » — • Si Mt est un point du lieu, (o un des angles égaux, on a : 

^' ^' K 

BMt sin w = — ; 

donc P'.BMt = t'.GMt = a AMt . 

On aurait les mêmes relalions pour M y. 

Ces deux points Mt , M, ont donc leurs distances aux sommets du 
triangle de référence inversement proportionnelles aux coordonnées 
barycen triques de M. On peut dire que Mt, M^ sont tripolairement associés 
au point M, dont ils se déduisent aisément. Ainsi les centres isodynami- 
ques sont tripolairement associés au centre du cercle inscrit. 

Démontrons Texistencc de ces points et cherchons Téquation barycen- 
trique de la droite qui les joint. 

On calcule aisément : BA^, GA^, BA^, GA3, et si Dest le milieu de AjA,, 
on calcule aussi AD, BD, GD, A^A, et on en déduit pour les puissances 
de A, B, G, par rapport au cercle de diamètre AiA, 

puissance A= — S; -rf-, 

Y — P 

puissance B = , 

T — P* 

puissance C = »- _ ,^ » 

d'où pour l'équation delà circonférence A.Aj : 

ri6*Y'« - c*p)x 4- aY»p — a*p'*Y]Sx — (y'* — p'')S'ï-?r = o. 
L'équation du cercle GjGa est : 

d'où Ton déduit pour l'axe redical de ces deux cercles : 

4- y[&*y''(t'* — P) + a*P\a'* — y'*)] =0» 
équation symétrique qui montre que les trois cercles considérés ont 

môme axe radical et par suite se coupent aux deux mêmes points. 

On peut constater que cette droite passe constamment par le centre 
du cercle circonscrit à ABG. 

On sait, en outre, que la perpendiculaire menée à Mt Mt par son milieu 
est la droite harmoniquement associée au second potentiel de M : 



Zrt-^Tr,-^-^=o, 



201. — Les ares roAicaux de chacun des cercles de V exercice 
précédent et du cercle circonscrit se coupent en un même point. 

Los équations de deux de ces axes radicaux sont : 

a(6Y« _ c«p'») 4- a*Y'*P — a'^p'^Y = o 
c»p'«a — c»a'«p 4- (a*^'* — 6V»)y = o 
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ces droites se coupent au point : 

a p 



Y 

On constate aisément que ce point est situé sur le troisième axe 
radical. 



BIBLIOGRAPHIE 



A Treatise on the Geometry of the clrcle and some extensions 
lo conic sections by the method of reciprocation^ par M. William M'Glelland. — 
1 vol. xvi-l-300 pages. Editeurs, MacMillan and G», à Londres. 

En publiant un traité sur la Géométrie du Gercle, M. W. M'Glclland a 
eu pour but de réunir toutes les théories fondamentales de la Géométrie 
moderne et de les mettre à la portée des étudiants. Des exemples placés 
à la suite de chacune de ces théories permettent au lecteur de se les 
assimiler rapidement. Beaucoup de ces exercices sont suivis d'une indi- 
cation sommaire de la solution. 

Get excellent ouvrage est divisé en quatorze chapitres. Voici un ex- 
trait de la table des matières : 

Chapitre I (pp. 1-15). — Rapport anharmonique. Théorème d'Euler (*) 
Enveloppes. Théorèmes de Bobillier, Mannheim, Feuerbach et Ilart. 

Chapitre //(pp. 15-60). — Maximums et minimums. Théorèmes divers. 
Méthode des infiniment petits. Propriétés d'un point pris dans le plan 
d'un triangle. Extension du théorème de Ptolemée. Centre de similitude. 

Chapitre III (pp. 60-64j. — Géométrie récente. 

Chapitre IV {pip. 84-112). —Théorie générale du centre des moyennes 
distances d'un système de points. Théorème de Weill. Réciproques. 

Chapitre V (pp. 112-139). — Points en ligne droite et droites concou- 
rantes. Théorèmes et hexagones de Pascal et de Brianchon. 

Chapitre VI (pp. 139-149). — Points inverses par rapport à un cercle. 

Chapitre VII (pp. 149-173). — Pôles et polaires par rapport à un cercle. 
Points conjugués. Gercle polaire. Théorème de Salmon. Réciproques. 

Chapitre VIII (173-204). — Gercles coaxiaux. Gercle de similitude. 

Chapitre IX (pp. 204-21 y). — Théorie des figures semblables. 

Chapitre X (pp. 219-234). — Gercles de similitude et d'antisimilitude. 

Chapitre XI (pp. 234-261). — Inversion. Angles et intersection d'une 
figure avec son inverse. 

(•) L'auteur appelle Théorème d'Euler la proposition connue sous le 
nom de Théorème de Stewart, Ce théorème fut donné par Stewart en 1763 
et utilisé par plusieurs géomètres, tels que R. Slmson, Euler et Leslie. 
Euler, notamment, s*en est servi (Mémoires de Saint-Pétersbourg 1780J 
pour résoudre la question connue sous le nom de Problème de CastUlon, 
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Chapitre XII (261-282). — Théorie générale de la section harmonique. 
Homographie. 

Chapitre XIII (pp. 282-293). — Involution. Théorème de Desargues. 

Chapitre XIV (pp. 293-296). — Points doubles. 

Dans cet ouvrage consacré aux théories de la Géométrie moderne, 
celles qui se rapportent à la géométrie du triangle devaient nécessai- 
rement trouver place. L'auteur a réuni dans un chapitre (chapitre III) 
les principales propositions de cette géométrie. En dehors de ce chapitre, 
divisé en trois importantes sections, le volume renferme de nombreuses 
théories avec leurs applications au triangle. Voici rapidement l'indica- 
lion des sujets qui y sont traités. 

Points inverses et points réciproques (pp. 88-89,118,132) : Antiparallèles 
aux côtés d'un triangle (68-69). Point de Lemoine (31-3i, 104-105) ; Sy- 
médianes (66-68) ; Points, cercles et triangles de Brocard (60-66, 104-105, 
122-123) ; Points de Gergonne et de Nagel (117, 183) ; Point de Tarry (131- 
132) ; Triangles podaires des points de Brocard (69-71) ; Triangles cosy- 
médians (252) ; Cercles des neuf points (70, 86), d'Apollonius (148), de 
Tucker (71-73), de Lemoine (74-76), de Taylor (76-83, 89), de Neuberg 
(131), de M'Gay (211-216). Enfin un chapitre (chapitre IX) est consacré à 
la théorie des figures semblables (20i-210) et à ses applications au cercle 
de Brocard (210-211) et aux cercles de M*Gay (211-216). 

Autant par l'élégance des démonstrations que par la diversité et le 
nombre des questions qui y sont énoncées, la partie qui a trait à la Géo- 
métrie du triangle sera lue avec fruit par tous ceux qui sUntéressent à 
son développement. Bien que moins complet que les traités publiés en 
Angleterre par MM. Gasey, Milne et Simmons, ce chapitre contient tout 
ce qui se rapporte à la géométrie élémentaire du point, de la droite et 
du cercle. 

Enfin, nous recommandons spécialement le Traité de la Géométrie du 
Cercle de M. M^Glelland à tous ceux de nos lecteurs qui veulent se mettre 
en possession des nouvelles méthodes de la Géométrie moderne et en 
connaître immédiatement les belles applications. L'ouvrage est claire- 
ment et simplement rédigé, il est imprimé avec luxe et de nombreuses 
figures intercalées dans le texte en rendent la lecture facile et agréable, 

E. VlGARlÉ. 

Annnaire pour l'an 1892, publié par le Bureau des longitudes, 
avec des notices scientifiques, — Prix : 1 fr. 50 c. 

Par rapport à YAnnimire de l'année dernière, nous avons à siirnaler les 
changements suivants : 

I^ous donnons pour la première fois un Tableau de parallaxes stellaires 
que nons devons à notre confrère M. Lœwy. 

Nous donnons également des éléments plus récents des satellites de 
Saturne, d'après M. H. Struve. 

Le Tableau des comètes est tenu au courant par Taddition des comètes 
parues en 1890. 

Le Tableau des comètes périodicfues a été très augmenté. 

M. Glassenapp a ajouté deux éléments nouveaux d'orbites au Tableau 
des étoiles doubles. 

M. Bossert a revu son Tableau des mouvements propres des étoiles 
donné pour la première fois Tannée dernière, et y a ajouté quelques 
étoiles ayant de forts mouvements propres. 
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. Relativement à l'heure légale^ M. Cornu nous donne un moyen très 
pratique de corriger Theure locale. 

Pour la partie physique : 

M. Cornu a revu et complété son article de Tannée dernière sur les 
spectres stellaires. 

Notre confrère a revu et complété l'ai ticle concernant le Baromètre. 
On y trouvera un graphique donnant à vue la correction de température 
du baromètre, ainsi qu'une méthode pour la réduction des observations 
à zéro et au niveau de la mer. 

M. Cornu nous a donné également une Note sur la longueur de Tonde 
sonore. 

M. Moureaux a revu les Tableaux relatifs au magnétisme terrestre. 11 
donne, ea outre, une Note sur Tanomalie qu'il a constatée dans le bassin 
de Paris. Cette Note est accompagnée d*u ne Caite. 

Dans la partie géographique et statistique, on a remplacé, pour Paris, 
les données du recensement de 1886 par celles du recensement de 1891. 

Le volume se termine par les Notices suivantes: 

Sur la réunion du Comité international perrranenl pour Vexécution photo^ 
graphique de la Carte du Ciel, en avril 4894, à l'Observatoire de Paris, par le 
contre-amiral Mouchez ; 

Sur la Lme et son accélération séculaire, par M. F. Tisserand ; 

Sur la mire lointaine de i* Observatoire de Nice, par M. Cornu ; 

Sur la réunion de V Association géodésique internationale à Florence en 4894, 
par M. Bouquet de La Gtye; 

Sur les Observatoires de montagne, par M. J. Janssen ; 

Discours prononcés par MM, Vamiral Paris et Bouquet de La Grye à Vinau- 
guration de la statue de Borda, à Dax, le H mai 4894. 

(Extrait de l'avertissement.) 



SUR LA QUESTION 377 

Par M. €h. Michel, élève au Collège Ghaptal. 



Les égalités considérées dans la question 377 : 

./A B\ / A , G\ 

/ B G\ / B ■ A\ 

c^tg ~ + tg -j + a^tg - + tg -j = 4R. 

permettent d'établir, simplement, quelques relations entre 
les éléments du triangle. 
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1® Si nous ajoatonSy membre à membre, les deux premières 
et la suivante : 

(0 +■ c — ai Ig— = 2/-, 

nous obtenons 

(A B G\ 

Mais 

(a 4- é -f- c) tff — = 2ra etc. 

On a donc la relation classique : 

^a + n -*" ^c = 4R -f- r. 

2® Si nous ajoutons les trois formules, membre à membre, 
il vient : 

(o 4- 6 ■+■ c)(tg - -h tg - + tg - ) 
\ 2 2 2/ 

ABC 

-+■ a tg- -h 6 tg- 4- c tg- = 12R; 

00, d'après ce qui précède, 

atg — holg — hctg- = 2(2R — r). 
2 2 2 

A r 

Or, % r = I — ::' 6^^- 

2 p — a 

Donc 2 ^"^ = I- (^^ " ^) 

On a aussi 



a r 



Donc 



, A Va 

tff — = — , etc. 

° 2 p 

^ ara = 2p(2R — r). 



Si nous considérons le triangle lalbl^ sa surface a pour 
mesure 

- {ava -h bTb -^ crc) -¥- pr, ou 2/>R, 

2 

d'après la relation précédente. 

3^ Multiplions les deux membres de la première relation 
par 0, ceux de la seconde par 6, ceux de la troisième par a ; 
ajoutons deux des relations ainsi obtenues ainsi, etretrancbons 



42 JOURNAL DE HATHÉMATIQUBS ÉLÉMENTAIRBS 

la troisième, membre à membre. Il nous vient alors les rela- 
tions suivantes : 

/ B G\ 

bc ( tg — h tg — j = 2R(6 -*- c -*- o), etc.. 

d'oîi abclig — h tg — j = 4cR (p — c), 

abcUg ~ + *g 2) = 4*RCP - *)' 

abc (tg — h tg -j = 4oR(p — a) ; 
et, en ajoutant 

abc Ug - -h tg - + tg -^j = 2R^ tt(p - a), 
Or, 

tg — htg — Htg — = , abc = 4RS = 4Rpr. 

2 -2 2 P 

Donc 2r(4R 4- r) = 2mà<^(p — a). 

C'est une des formules données par M. Lemoine. 
Comme on a 

a{p — a) + 6(p — 6) + c(p — c) = 2p' — (a* -+- b^ -h c»), 
on en déduit 
a« + 6* + c' = 2p* — 2r8. (8 = Ta + rt -t- rc = 4R + r). 

4® On a les relations 

,A p — 6.B p — a 
tg r = ^^-z—> tg - = '^ 



2 r. . 2 r 



c 



A.B p-6+p-a c 

d oh tg — h tg — = ' = - ; 

2 ^ 2 rc Vc 

et par suite 

/, A ^ B C\ ^ a 4(4R -1- r) 

2(tg-.-tg-^-4.tg-) = 2r. = ^irnr"c 

_ 2(4R -4- r) ^ 

P 
autre formule indiquée par M. Lemoine. 

S^ Divisons les deux membres de la première relalion par 
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ab^ ceux de la seconde par ac^ ceux de la troisième par bCy 
et ajoutons les trois relations ainsi transformées. Il vient : 

\ab ac hcJ r 

D'ailleurs, tff — = —, etc 

^2 p 

Par suite 7. -* = - • 

^^ c r 

Cette relation permet de calculer Texpression 

On peut rétablir de plusieurs autres façons simples. 

6^ En multipliant les trois formules du paragraphe 3^. la 
première par p — c, la seconde parp — 6, la troisième par 
p — a, et en observant que 

. A Va 

tff — = — » • • • 
^ 2 p 

on obtient : 

ahc(p - c){ra 4- n) = 4P^c{p - c)S 

abc{p — b)(ra + Ve) = 4pR6(p — 6)*, 
abc(p — a)(rt -♦• r^) = 4pRa(p — a)» ; 

d'où, en ajoutant, 

"^^aip - a)«=(p - a)(8 - r^j^P - 6)(S-n)-f (p-c)(8 - r^); 
ou, en développant le second membre, 

^t-.^a{p — a)* = jLàara =^ 2p(2R — r); 
et, par suite, 

jLa{p - a)« = 28(2R - ;•). 
7« On a 

^ ra(6 4- c) = Jd ra(2p — a) = 2p8 — ^ ara . 
= 2pd — 2p (aR ~ r) = 4p(R + r). 
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Or, en multipliant les formules du paragraphe 3®, la pre 

mière par c, la seconde par 6, la troisième par a, on a 

a^M[n + n) = 4pRa*(p — a), etc. 
et, par suite 

abc ^ a{n -^ Vc) = 4pR 2d a*(p — a). 

Or ^ a(r5 + r^) = JL ra(6 -+■ c) = 4p(R -*- r), 

donc jêLa^ip — a) = 4S(R -*- r); 

formule signalée par M. Lemoine. 

8«0na tg- + tg- = -; . 

2 2 Ta 

puis, par substitution dans les formules (paragraphe 3®), 

abc •— = 4Ra*(p —a). 
Gonséquemment, 

abc 2â'-!- = ^R 2d a^{p ~ a) = 4R.4S(R ■+■ r) ; 
d'oïl 2^ = 4(R-^'-). 



QUESTION 402 

S^olation par Madame V« F. Prime. 



Une circonférence ayant pour centre un foyer dune conique 
si l'on mène, à chaque normale de cette dernière courbe, une paral- 
lèle par le point où le rayon vecteur du pied de la normale ren- 
contre la circonférence, les droites ainsi obtenues sont concourantes. 
Démonstration géométrique. (A. Tissot.) 

Soient: F le foyer considéré, 
F' le second foyer, 
M le pied de la normale, 
M' le point correspondant de la circonférence. 
Net N' le» points où la normale et sa parallèle mn 
rencontrent l'axe focal. 
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Les triangles M'N'F, MNF, semblables, donnent la pro- 
portion 



FM' 



FN 
FM 



Mais, MN étant bissectrice de l'angle FMF', 
FN_ _ F'N _ FN ± FN^ _ e _ 
FM "" FM ^ FM d: F'M - a "" ^* 

On a donc FN' ^ e.FM'; 

et comme FM' est constante, il en est de même de FN'; ce qui 
démontre le théorème en question. 

Dans le cas de la parabole, F' est 
rejelé à l'infini. On doit observer 
queMFNest, alors, un triangle iso- ^ 
scèle. Par suite M'FN' est, aussi, 
isoscèle; d'où Ton conclut que M'N' 
passe par un point fixe situé sur 
Taxe de la parabole, à une distance 

du foyer égale au rayon de la circonférence considérée; dis- 
tance comptée dans le sens positif de Taxe, c'est-à-dire dans 
le sens opposé à celui du mouvement d'un mobile allant du 
foyer vers le sommet. 

Nota. — Solutions diverses par MM. GroUeau, maître répétiteur au 
lycée de Marseille; B. SoUertinsky. 




N- N 



F' 



QUESTIONS 400 ET 401 

lioliition par M. B. SollSrtinsky. 



I. — Démontrer que 

i y a* (b - c)» (ab 4- ac - 2bc)* 

est un carré parfait. 

II. — Résoudre les équations : 
l«(a-b/(2X-a-b)«+(b-x)«(2a-b-x)«-i-(a-x)«(2b-a-x)*=2k* 
2o(a-b)»(2x-a-b)«-t-(b-x)«(2a-b-x)*+(a-'X)«(2b-a-x)* 
=(a'-b')«(2x-a'-b')«+(b'-x)»(2a'-b'-x)«-i-(a'-x)»(2b'-a'-x)», 

(G. L.) 
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Quelles que soient les quantités m, n, p^ on a 

2U w*(n — p) = G, 
et, par suite, 

-V w*(n— p)* = — Vmn(n— p)(p— m) 

= ^ mn[p* --- p {m -h n) + mn]. 

Si Ton suppose, de plus, 

m + n 4- p = 0, 
on voit que 

= {mn 4- «p 4- pw)*. 
On a, aussi, 

mn -^ np -h pm = (w* + n* + p*) 

et mn + np + pm = mn — p*. 

I. En posant ici : 

m = o(6 — c), n = 6(c— o), p = c(a — 6), 
on trouve 

-ya«(6-c)»((i6+ac-26c)«=-[a«(6-c)«-h6*(c-a)«-4-c«(a-6)*]«. 

II. En posant : m = x — a,n = b-'X,p = a'-b, on réduit 
la première équation à la suivante 

1« {x - a) (6 - a;) - (a - 6)» ± M = 0. 

De même, la seconde équation se transforme et devient : 

Nota. -^ Solutions diverses par MM. Youssoufian k Gonstantinople; 
Gh. Michel, élève au collège Ghaptal; Grolleau, maître-répétiteur au' 
Lycée de Marseille; A. Boutin. 



QUESTION 404 

liolotion par M. Youssoufian. 



Deux circonférences , de centres 0, 0', étant données ainsi qu'une 
droite A qui ne les rencontre paSy on peut mènera d'un point quel- 
conque de la droite^ une tangente à chaque circonférence. Trouver 
le point pour lequel la somme des deux tangentes ainsi obtenues est 
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aussi petite que possible, et celui pour lequel leur différence est 
aussi grande que possible» (A. Tissot.) 

Soient A, A' les projections des centres 0, 0'sur A. Portons 
sur OA, de pari et d'autre du point A, des longueurs AB, AC 
égales à la tangente menée, de A, à la circonférence 0. Prenons 
de même, sur A'O', des longueurs A'B', A'C égales, Tune et 
l'autre, à la tangente menée, de A', à la circonférence 0'. 

Les droites B'B, B'G rencontrent AA' aux points cherchés. 
En effet, les tangentes aux cercles 0, 0', issues d'un point 
M sur AA\ sont respectivement égales aux distances MB, 
MB' (*), etc. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



429. — Sur deux anti-parallèles menées par A, dans le tri- 
angle ABC, déterminer deux couples de points inverses M, M': 
N, N' tels que les circonférences AMM', ANN' se coupent en 
un point donné P de la circonférence ABC. Condition de pos- 
sibilité. Si D, D' sont les rencontres de BC avec ces anti- 
])arallëles, le point E oh la circonférence APD' coupe AD, est 
conjugué harmonique <\e A relativement à MN; de même, le 
point B', oh la circonférence APD coupe AD', est conjugué de 
A relativement à M'N'. Si F, F' sont les rencontres de la circon- 
férence ABC avec AD, AD', Q,étant le point de rencontre des 

QF PF 
circonférences AMN', ANM', on a ^^ = r^^^f î o^ Q est sur la 

Mr rr 

symédiane de PFF'. (Bemès.) 

430. — Soit un triangle ABC. K, Ka , K^ , K^ le point de 
Lemoine et ses points algébriquement adjoints; A', B', G' les 
milieux des trois côtés. 

Par C, A', B je mène des parallèles à ia bissectrice de l'angle 
CAB, laquelle bissectrice coupe BC en A, . 
La parallèle menée par C coupe BA en C^ ; 

B coupe CA en B^ ; 
A' coupe BA en y, CA en p. 
Gela posé : Soit M le point oh pA^ coupe BB^ , 

N le point oh yAj coupe CC^ . 

(•) Voyez Journal^ p. 143, question 395. 
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Les cpiatre points Â, M, N, E sont en ligne droite. 
Si, dans celte construction, on remplace la bissectrice de 
Tangle BAC par celle de son supplément, on aura des points 
A^ , Cl' , b;, /, p', M', N', et : A, M', N', K seront en ligne droite. 
Enfin, si Ton joint p'A^ qui coupe BBÎ en M^ , 

YK ce; en Ni , 

p^[ BBienMi', 

yA; CCienN;, 

A, Mj, Ni, Kb seront en ligne droite, ainsi que A, Mi, Ni, Ke . 
Généraliser en montrant que si A A| , au lieu d'être la bis- 
sectrice de BAC, est une ligne passant par le point dont les 
coordonnées normales sont Xy y, z, la droite AMN passera par 
le point aa', 6y', cz^. (E, Lemoine.) 

Note, — Nous donnons ici la figure destinée à la question 397, (p. 22); 
figure oubliée dans la mise en pages du dernier numéro. 



ERRATA 

ET RSCTIFIGATrONS 

!• 1891, p. 284. der- 
nière ligne de la note: 

Au lieu de : M dia- 
métralement opposé 
à M" : 

Lisez : W diamé- 
tralement opposé à M. 

2» p. 284 dernière 
ligne avant la note : 

Au lieu de: A: 

Lisez :0". 

3» p. 287, 1. —7. 

Au lieu de : D'' : 

Lisez: D'. 

MA MA 

40 1892, p. 22, 1. —3, au lieu de : 7-- : lisez : -— ,• 

MA MA 

• » 1.— 11, » CD » GB. 

1. —5, » ainsi EA: lisez: ou EA.. 

6*> 1891, sur la figure, lisez T, au lieu de F et supprimez la lettre J sur AK. 

7*> p. 274, 1. — 3, au lieu de Mathesis, lisez A. P., congrès de Limoges, 1890' 

8* p. 275, 1. — 5, » J, lisez T. 




Le Directeur-gérant, 

G, DE LONGGHAMPS. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMETRIQUE 

Par M. Bernés, 

{Suite, voir page 25.) 



APPUCATION AUX POINTS ISOPTIQUKS 

XXII. — Nous avons appelé isoptiques deux points M, N dont 
les coordonnées angulaires sont respectivement égales et de 
signes contraires. Le milieu de la droite MN qui les joint sera 
dit le centre du couple isoptique. 

Chacune des trois coordonnées angulaires X, [x, v défiuit 
une circonférence, et nous avons vu que si X -h fx -h v = o, 
ces trois circonférences se coupent en un point M qui est 
unique, lorsque ces coordonnées ne sont pas égales à A, B, C. 
Et comme X 4- ji -*- v = o entraîne — X — fx — v=o, il 
s'ensuit que les trois circonférences symétriques des premières 
relativement à BG, GA, AB, définies par — X, — [x, — v, se 
coupent aussi en un même point N, qui sera Tisoptique de M. 
Si X, fx, V sont égaux à A, B, G. les trois circonférences que 
ces valeurs définissent coïncident avec la circonférence ABC, 
M est alors un point arbitraire de la circonférence ABG^ et 
l'isoptique N est Torthocentre. Réciproquement, si M est 
l'orthocentre, c'est-à-dire si X, (x, v sont égaux à — A, — B, 
— C, risoptiqne N sera un point quelconque de la circon- 
férence ABG. 

Il faut signaler aussi le cas oîi M coïncide avec un des som- 
mets, A par exemple ; alors X = A ; et comme les deux autres 
coordonnées de A sont indéterminées, on peut prendre, pour 
isoptique de A, un point quelconque de la circonférence défi- 
nie par X = — A, c'est-à-dire la circonférence HBG. 

Si deux des coordonnées sont nulles, la troisième l'est aussi, 
et il en est de même de — X, — fx, — v. On peut donc dire 
que tout point à Tinfini a son isoptique à l'infini. Nous verrons, 
d'ailleurs qu'il est à lui-même son isoptique. En dehors de ce 
cas, l'égalité des coordonnées d'un point avec celles de son 

' JOURNAL DK MATH. ÉLÉH. ^1892. 3 
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isoptique entraîne la coïncidence de ces deux points. En efiet 
X= — X, (jt. = — {X, v=— V donnent 2X = o, 2{x = o, 2v = o ; 
ce qui, indépendamment de la solution X = {a = v =0 qui 
correspond à un point à Tinfini, donne les trois points 

' X = O / TT / 7C 

— !! \ ^ 1 ^ 

2 / [JL = o / TC 

\ 2 ( 2 [ V = O 

Ce sont les pieds des trois hauteurs Ha, H^, Hc. Chacun de 
ces pieds est sa propre isoptique. 

Si une seule des coordonnées, X par exemple, est nulle, les 
points isoptiques M, N sont sur BG, et comme {jl = — v, ces 
deux points sont symétriques relativement à Ha. Si M est 
en B ou en C, Tisoptique, comme il a été dit, est indé- 
terminé sur la circonférence HCA ou HBA. Les trois côtés 
renferment donc une infinité de couples isoptiques ayant 
pour centre le pied de la hauteur correspondante. 

Les trois hauteurs jouissent de la même propriété. Il est 
clair que sur AH par exemple, deux points quelconques, équi- 
distants de H» de part d'autre, sont isoptiques. Les points H 
et A ont seuls, leurs isoptiques indéterminées. 

Nous verrons plus loin que ces six droites BC, Cà, AB, AH 
BH, GH sont les seules sur lesquelles il y ait une infinité de 
couples isoptiques, et que, sur une droite quelconque, autre 
que celle-là; il y a au plus deux couples isoptiques,. ayant 
pour centres les points ou cette droite rencontre la circonfé- 
rence des neuf points de ABC. H est fait abstraction des 
points isoptiques à Tinfini. 

Théorème. — Le lieu des centres de tous les couples isop- 
tiques est la circonférence des neuf points du triangle ABC. 

On peut donner, de ce théorème, une démonstration tout à 
fait élémentaire, en s'appuyant sur un lemme qui constitue 
lui-même une propriété remarquable des couples isoptiques. 

Lemme. — M, N étant deux points isoptiques quelconques, 
E, F les centres des cercles MBC, NBC ; si, par D milieu de BC, on 
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trace D(ii, Dv égaux et parallèles aux rayons EM, FN et de même 
sens, la droite [av passe par un point fixe U, milieu de la droite 
AH qui joint A à V orthocentre. 

Gomme les cercles MBG, NBG sont symétriques relative- 
ment à BG, leurs rayons EM, FN sont égaux. Par suite (a, v 
sont sur un cercle, do même rayon, ayant D pour centre. Si 
Ton imprime^ à chacun des cercles MBG, NBG, une translation 
rectiligne qui amène leurs centres en D, ils yienoenl coïn- 
cider avec le cercle D. Dans ces deux translations les isocy- 
cliques m', n' de M, N, qui, d'après le § 2, sont symétriques 
relativement à BG, se déplacent sur la droite m'n' de quantités 
my, nV égales et contraires, et se placent en jx', v' sur le 
cercle D, aux extrémités d'une corde perpendiculaire à BG. Les 
droites \u]k, w', respectivement parallèles à AMw', ANn', déter- 
minent, sur la hauteur AH, deux points E^, F^ distants de A, de 
part et d'autre, d'une quantité égale à DE. Si E est le point oii 
se coupent les droites Ejfjifji', F^w', les cordes [xv, (ji.'v' de la 
circonférence D sont antiparallèles relativement à Tangle 
EjEF^ ; (JLV, E|Fx sont donc antiparallèles relativement à cet 
angle, et les quatre points E^, F^, (x, v, sont sur une même 
circonférence. D'autre part si, U étant le milieu de AH, le 
second point de rencontre de Ujx avec la circonférence D est 
désigné par v^, on a 

U|x.Uv, = ÛD' - ÊG'. 
Et comme UD = R = OG, 

U(jL Uvi r^ÔC* - EG^ = DÔ' -- DE' = ÂÛ' - 'W, = UE,.UF,; 

{X, v^, El, Fi sont sur une même circonférence, c'est-à-dire 
que v^ est le second point de rencontre de la circonférence 
jaEiFi avec la circonférence D; donc v^ se confond avec v, et 
{JLV passe par le point fixe U. 

Le théorème en résulte immédiatement. Dans le parallélo- 
gramme MNvjx, le milieu P de MN se confond avec le milieu 
de jjLv, corde du cercle D, et DP est perpendiculaire à Ufxv. 
Donc P appartient à sa circonférence décrite sur UD comme 
diamètre, laquelle est la circonférence des neuf points du 
triangle OG. 
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Problôme l. — Construction des couples isoptiques ayant 
pour centre un point donné P du cercle des neuf points. 

La construction d'un de ces couples se réduit à ceci : De 
part et d* autre de P, on prend sur UP deux points arbitraires (x, v 
équidistants de P; cfe G comme centre avec un rayon p égalàDiL 
on décrit une circonférence qui coupe OD en E, F. Sur des parais 
lèles à la hauteur AH, menées par [x et v, on porte, en deux sens 
contraires y jaM, vN égaux à DE ou DF : MN est un couple isop- 
tique ayant P pour centre. 

En échangeant les sens de ;xM, vN on obtient un second 
couple isoptique M^Ni de même centre, correspondant au 
même rayon p; et en faisant varier p, on en obtient une infi- 
nité, qui peuvent de même s'associer deux à deux. Ces couples 
isoptiques MN, M^N^ qui ont même centre, et où M, M^ sont sur 
une même normale à un côté BG, ainsi que N, Nj, peuvent 
être dits normalement associés. 

Pour démontrer que les points M, N ainsi construits sont 
isoptiques, prenons sur AH, AE égal à ED et de même sens, 
AF égal à FD et de même sens. On voit, comme dans le théo- 
rème, que UfjL.Uv = UEi UF^ et que par conséquent fxv estanti- 
parallële à E^F^ relativement à Tangle E^KF^ défini comme plus 
haut. Si donc [tf, v' sont les secondes rencontrée de Ejfx, F^v avec 
la circonférence D (de centre D et qui passe par (x, v), comme 
les cordes [xv, fxV sont antiparallèles relativement au même 
angle, il s'ensuit que [x'v' est parallèle à AH, c'est-à-dire que 
fx', v' sont symétriques relativement à BG. Si maintenant on 
imprime au cercle D deux translations reciiligoes qui amè- 
nent : l'une D en E, l'autre, D en F, {x, v viennent en M, N, les 
points (xi,v' prennent, sur les cercles MBG, NBG, les positions 
m', n' toujours symétriques relativement à BG, et les droites 
[X(x', vv' venues en Mm', Nn' passent par A, de sorte que m', w' 
sont les isoptiques deMN, et puisqu'ils sont symétriques rela- 
tivement à BG, M et N sont isoptiques. 

Discussion. — La réalité des centres E,F exige que Ton ait 
p > DG. Si Pest sur l'arc HtUHcdu cercle des neuf points, cette 
condition est remplie; car alors DP et a fortiori D(x ou p sur- 
passe DHb, égal à DG. On peut en ce cas, pour la construction 
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de l'un des couples, prendre (x,v confondus avec P, ce qui 
donne un couple isoptique MN parallèle à AH, qui se réduit 
à un point lorsque P est en H5 ou He et devient ÂH lorsque P 
est en U. 

Si P est sur Tare HbDHc et qu'on prenne p = DC, DE est 
nul, M, N se confondent avec [a, v et sont situés sur la circon- 
férence décrite sur BG comme diamètre. D'oli cette proposition 
à remarquer : Sur le cercle ayant pour diamètre un côté de ABC, 
les extrémités de toute corde qui passe par le milieu de la dis- 
tance de Vorthocentre au sommet opposé à ce côté, forment un 
couple isoptique. Cette proposition sera complétée plus loin. 

Si, P étant quelconque, p = R, le point \l est en U, et M en A 
ou en H. Ainsi M ne change pas quand P ^e déplace; le point N par- 
courant le cercle HBG (si M est en A), le cercle ABC {si M.estenB.). 

Quand P est en H5, p étant quelconque, on a 

ilM' = DiI2~DH? = ilH?, 
et les deux positions de M, correspondant à un même point (x, 
sont Tune sur la hauteur BHt, l'autre sur AC, le point 
isoptique N occupant sur ces mêmes droites la position symé- 
trique relativement à Hb. On retrouve ainsi ce résultat déjà 
indiqué : Sur chaque hauteur et sur le côté correspondant il y a 
une infinité de couples isoptiques ayant pour centre le pied de 
cette hauteur. En outre : sur toute autre droite passant par ce 
pierf, le seul couple isoptique^ ayant ce pied pour centre, se réduit 
à ce pied qui est sa propre isoptique. Mais cette droite peut 
aussi contenir un couple ayant pour centre l'autre point oli 
elle rencontre le cercle des neuf points, couple dont il faut 
également tenir compte quand la droite se confond avec le 
côté ou la hauteur; sur BG, B et G sont isoptiques, et sur AH, 
A et H. 

Quand P est en Ha, la construction ne donne que les couples 
situés sur la hauteur AH. Geux qui sont situés sur BG corres- 
pondent à uae valeur infinie de p; car les cercles MBG, 
NBG se confondent alors avec la droite BG, et [/. et v sont à 
l'infini. 

Corollaire. — Quand deux couples isoptiques MN, M^N^ sont 
normalement associés^ si BG est le côté auquel MMt, NN^ sont 
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perpendiculaiy^es, /® les cercles décrits sur MM,, NN^ comme dia- 
mètres sont orthogonaux au cercle 8 décrit sur BG comme diamètre^ 
2® chacun des points M, M, est situé sur la polaire de Vautre 
relativement au cercle 8 ; de même pour N, N,. 

l^Lepointfxdela construction est le centre du cercle décrit 
sur MMj comme diamètre, et Ton a 

]ID^ = ilM^ + DG^ 
ce qui prouve Torthogon alité de ce cercle et du cercle 8. 

2<> La seconde partie résulte de la première. Car la même 
égalité, sous la forme 

exprime que le point (/. est d'égale puissance relativement au 
cercle 8 et au cercle-point M, de sorte que Taxe radical de ces 
deux cercles passe par [l ; par suite, la polaire de M, relati- 
vement au cercle 8 passe par M,. 

Ce raisonnement prouve, d'une manière générale, que la 
condition nécessaire et suffisante pour que deux cercles soient 
orthogonaux, est que les extrémités d'un diamètre du premier 
soient chacune sur la polaire de Tautre relativement au second 
cercle. 

Remarquons que, si ja se déplace sur UP, il y a une infinité 
de droites MM,, NN, et que tous les cercles décrits sur ces 
droites comme diamètres, étant orthogonaux au cercle 8, ils 
ont pour axe radical commun la droite DP. L'un de ces cercles 
étant décrit sur AH comme diamètre, si P est sur Tare 
HbUHc, Taxe radical DP est sécant à ces cercles, qui ont alors 
deux points communs. Et si P est sur Parc HftDHc, Taxe 
radical DP n'est plus sécant, et les points-limites de la série 
sont les points où UP rencontre la circonférence 8, points qui 
sont isoptiques ainsi qu'il a été déjà tu et comme il résulte 
aussi de ce qu'ils sont les positions extrêmes de MM,, NNi. 

Problème 2. — Un point M étant donné, construire son 
isoptique N. 

Deux constructions évidentes résultent, la première de ce 
que les isogonaux de M, N sont conjugués, la seconde de ce que 
les isocycliques de M,N sont symétriques relativement à^G. L'une 
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et l'autre de ees constructions montrent que si M esta l'iDfiniy 
son isoptique coïncide avec lui. 

Une troisième construction ressort du corollaire précédent. 
M étant donné, on obtient, M^ par la polaire de M relativement 
au cercle 8; de là [jl, de là P projection de D sur UiJi, et par 
suite N. 

Plus simplement encore, ayant déterminé le centre E du 
cercle MBG, on prendra MfA égal et parallèle à ED et de 
même sens, et de [x on déduira P et N. 

Ceci nous conduit à un théorème important : 

Théorème. — Lorsque deux points sont isoptiques relative- 
ment au triangle ABC, ils le sont relativement à chacun des 
triangles HBC, HCA, HAB. 

Car si HBC est pris pour triangle de référence, Torthoceotre 
est en A ; ni U, ni D, ni par conséquent le cercle des neuf 
points ne sont changés ; la construction de Tisop tique d'un 
point M, telle qu'elle vient d'être expliquée, conduit au même 
point N que pour le triangle ABC. 

Corollaire I. — En appliquantau côté AH du triangle HCA 
la proposition énoncée dans le cours de la discussion du 
problème I, on peut compléter ainsi cette proposition : Si Ton 
considère le cercle ayant pour diamètre la droite qui joint deux 
quelconques des quatre points A, B, C, H, les extrémités de toute 
corde de ce cercle, passant par le milieu de la droite qui joint les 
deux autres, sont isoptiques. 

Comme d'ailleurs ces quatre cercles sont deux à deux 
orthogonaux, par exemple, le cercle de diamètre AH ortho- 
gooal au cercle du diamètre, on peut dire que : les extrémités 
de chaque couple isoptique situé sur Vun de ces cercles sont conju- 
guées relativement au cercle orthogonal. 

Corollaire II. — Si l'on applique au triangle CAH le 
lemme du théorème principal, on a cette proposition : 

MN étant deux points isoptiques quelconques, E, F les centres 
des cercles MAH, NAH (qui sont symétriques relativement d AHj; 
si par U, milieu de AH, on trace Uf/. Uv, égauac et parallèles aux 
rayons EM, FN, et de même sens, la droite p passe par le milieu 
D de BC. 
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Et de là aussi cette solution du problème 1 : De part et 
d* autre de F on prends sur DP, deux points arbitraires il, v équi- 
distants deP;et de A, comme centre j avec un rayon p égal à UfjL on 
décrit un cercle qui coupe en E,F la perpendiculaire en U à AH. 
Sur les parallèles à BG menées par |x,v onporte, en deux sens con- 
traires, \iM, vN égaux à UE ou UF, MN est un couple isoptique 
ayant P pour centre. 

On notera aussi la possibilité de substituer H à A dans 
chacune des deux premières constructions de l'isoptique d'un 
point donné M, et AH à BG dans les deux autres. 

Problème 3. — Construire les couples isoptiques situés sur 
une droite donnée. 

Soit X la droite donnée. Si elle ne rencontre pas le cercle 
des neuf points, il est clair qu'elle ne renferme aucun couple 
isoptique. Supposons donc qu'elle coupe la circonférence 
en P et P', et voyons comment on peut construire le couple 
isoptique MN, situé sur la droite, et qui a pour centre l'un de 
ces points P. 

La parallèle à AH, menée par M, coupe UP en [x. La 
condition nécessaire et suffisante pour que M et son symé- 
trique N relativement à P forment un couple isoptique, est 

jlM^ = "jlD^ - DG^ = DP^ + PJ!^ - DÛ' 

ou Pjl^ - %* = DG* - DP'. 

Gomme DG' = R» - ÔD' = R« - AU' 

ot que DP' = R^ - PU', 

la condition peut s'écrire 

Pjl' - %' == PU' - ÂÛ'. 
(Elle exprime simplement que P est sur l'axe radical des 
cercles décrits sur MM^ et AH comme diamètres.) 

On peut écarter tout d'abord le cas particulier où X est 
parallèle à AH, car alors Mjx se confondant axec X, [x est en 
P, et M et N sont à l'intersection de X et la circonférence 
décrite de P comme centre, orthogonalement au cercle 8 décrit 
sur BG comme diamètre. Geci exige que P soit sur l'arc HbUHc 
du cercle des neuf points. 

Ge cas écarté, et supposant que P ne soit pas en U, soit a 
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la rencontre de X avec AH. La similitude de PMfA, PaU donne 
PM' PÏL^ - Mil' PM' PU' - ÂD^ 

— ;_J-_ L- OU = t 

"Pi' PD'-^' W PU'-aU' 

égalité qui détermine le couple isoplique MN, de centre P, situé 
sur X. La condition de réalité est que si Ton considère les 
deux cercles décrits de U comme centre, Tun avec UA, l'autre 
Ua comme rayon, P ne soit pas sur la couronne comprise 
entre ces deux cercles. Selon que les deux points P, P' de X, 
ou un seul, satisfont à cette condition, ou qu'aucun n'y satisfait, 
il y a, sur la droite, deux ou un couple isoptique, ou il n'y en 
pas. Si irf, vi' sont les longueurs dont les carrés représentent 
les puissances de P relativement aux deux cercles U (normales 

PM xrf 

à AH, ou tangentes), PM se construit par l'égalité -^ = — • 

Le passage d'un couple réel à un couple imaginaire, ou inver- 
sement, se fait lorsque P est sur Tune des deux circonférences. 
Quand il est sur la première, c'est-à-dire en H5 ou Hc, PM 
s'annule, le couple se réduit au point P; quand il est sur la 
seconde, le couple est rejeté à l'infini. 

Mais il y a indétermination si l'on a^ à la fois, PU = AU et 
AU = aU. L'égalité- PU = AU suppose P en Hj, ou Hc; et 
AU = aU suppose a en A ou H. Ainsi l'indétermination a lieu 
lorsque X se confond avec BH^ ou AC, avec GHc ou AB, et 
nous savons qu'en effet il y a alors sur X une infinité de 
couples isoptiques. 

Quand la condition AU = aU est seule vérifiée, c'est-à-dire 
quand a est en A ou en H, on a PM = Pa, c'est-à-dire que le 
couple est formé par A et un point du cercle HBG, ou par H 
et un point du cercle ABC. 

Il reste à examiner le cas où P est en U. La formule est 
alors en défaut, le triangle PaU se réduisant à un point. La 
droite PU perpendiculaire à DP et sur laquelle est [jl, devient 
la tangente en U au cercle des neuf points, Si une parallèle 
arbitraire à AH est coupée en V par cette tangente et en p par 
X on a, par similitude de UfxM avec UVp, 

tJM' ÂÏÏ' 
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ce qui exige pV>U V;c*esl-à-dire que si Ton trace les bissectrices 

des deux angles adjacents VUH,VUA, X qui passe alors par U 

doit être situé dans celui des angles droits formé par ces 

deux bissectrices qui contient ÂH. Si X se confond avec une 

des bissectrices, le couple isoptique est rejeté à Tinfini. Si X 

se confond avec la hauteur, le couple est AH. Quand X est 

une droite quelconque tracée par U, le couple qui a pour 

UM AU 
centre U, sur cette droite, est déterminé par rrr— = — , p/ 

étant la tangente menée par p au cercle de centre V et de 
rayon UV. 

D'après cette discussion : les côtés et les hauteurs sont les 
seules droites sur lesquelles il y ait une infinité de couples isop" 
ligues. Sur toute autre droite : ou il n*y a pas de couple isoptiqu'j 
ou il y en a un, ou il y en a deux, (A suivre,) 



NOTE DE GEOMETRIE ET DE MECANIQUE 

Par M. liouis Bénézech. 



I. — Soient, dans Fespace, n points quelconques A^, Aj, . . . 
An affectés respectivement des coefficients a^, a„ ... a„; 
0, leur centre des distances proportionnelles; a?i, a^j, •. . ic„, 
X les longueurs algébriques des projetantes parallèles à un 
axe fixe Sa; des points Aj, Aj, ... An, sur un plan SYZ. 
D'après un théorème connu, on a : 

(1) a^x^ + a.aîa + . . . + anXn = (a^ -h a^ 4- . . . 4- an) X. 

Or, M étant un point quelconque de Tespace, si Ton repré- 
sente, d'une manière générale, parle symboloMA* la projection 
du segment MAj sur Taxe Sx, on peut écrire 

SM-hMO = X 

SM.i-MAi= X, 



SM+ MAn== X,, 



-1 
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Par suite la relation (1) devient 

(2) aj. MA| -ha, .MAa 4-...+an «MAn = (ai+a,-f-...4-an) M0. 

Ainsi, la somme des projections, sur un axe quelcon- 
que, des segments représentés en grandeur et en signe par 
a^.MAi. • *^n «MAn, est égale à la projection du segment repré- 
senté en grandeur et en signe par (a^ -h . . . -h an)MO (*). 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Lorsqu'on joint un point quelconque M 
à n points A|, A, ... A» donnés dans l'espace, la résultante 
géométrique des segments représentés en grandeur et en signe 
par aj.MAi, . . .a„.MAn est elle-même représentée en grandeur 
et en signe par (a^ + , . . -h a„)MO ; le point étant le centre 
des distances proportionnelles du système (A^, a,) (A,, a,) ... 
(An, a„). 

Corollaire. — Etant donnés n points quelconques 

le lieu géométrique de l'extrémité R de la résultante des 
forces représentées en grandeur et en direction par 

Œj.MAi, . . . a^MAn 

est une courbe homothétique à celle qui est décrite par M, le cen- 
tre d'homothétie étant le centre des distances proportionnelles 

OR 
du système (A^, a^) . . . (A„, an) et le rapport d'homothétie ^^ 

étant égal à 1 — (a^ h- . . . + a»). 
La relation (2) peut aussi s'écrire 

a,(MAi - J^) + . . . + an(MAn - MO) = o, 
ou bien 

(3) a, .OAj + a,.OA, -+-... -h a». OAn = O, 

égalité d'oii Ton déduit cette proposition : 

Théorème II. — Lorsqu'un point est le centre des 
distances proportionnelles d'un système de points (A^, aj), ... 
(An, «n), les forces représentées, en grandeur et en signe, par 
aj . OAi . . . ot„ . OAn se font équilibre. 

Corollaire. — Lorsqu'on joint le centre d'un polyèdre 

(*) C'est, sans doute, cette proposition que M. Laisant a voulu utiliser 
dans son article : « Sur la perspective d*une figure plane ». 



60 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

OU d'un polygone régulier aux sommets A^, Aj,... An, les forces 
représentées, en grandeur et en direction, par OA^, 0A2...0An, 
se font équilibre. 

II. — Applications au tétraèdre. 

Dans tout tétraèdre, le centre des dislances proportionnelles 
des sommets A^, Aj, A3, A4, affectés respectivement des coeffi- 
cients aj, a,, aj, a^, étant le point dont les coordonnées bary- 
centriques sont proportionnelles' à ces coefficients, on peut 
énoncer immédiatement les théorèmes qui suivent: 

Théorème III. — Lorsqu'on joint un point quelconque M 
aux sommets A^, A^, Ag, A4 d'un tétraèdre, la résultante des 
segments représentés, eu grandeur et en signe, par a^MA^. . . 
a^MA^, est elle-même représentée en grandeur et en signe par 
(a^ +...+a4)M0, étant le point qui a pour coordonnées 
barycentriques, par rapport au tétraèdre considéré, a^^ a,, 
a,, a^. 

Cas particulier. — Lorsqu'on joint un point quelconque M 
aux sommets A^, A,, A,, A4 d'un tétraèdre, la résultante des 
segments représentés, en grandeur et en direction, par MA^... 
MA4, passe par le centre de gravité G du tétraèdre; elle est 
représentée, en grandeur et en direction, par 4MG. 

Théorème IV. — Si a^, a^, ag, a^ sont les coordonnées 
barycentriques d'un point 0, par rapport au tétraèdre A^, Aj, 
Aj, A4, les forces représentées, en grandeur et en direction, par 
aj.OAj. . .a4.0A4, se font équilibre. 

On démontre, sans difficulté, la réciproque de ce théorème. 

Théorème V. — Lorsque les forces représentées, en gran- 
deur et en direction, par a^.OAi, ... a4.0A4, se font équilibre, les 
coefficients a^. . .a^ sont proportionnels aux coordonnées bary- 
centriques du point par rapport au tétraèdre A^k^k^k^, 

Cas particuliers. — i^ Pour que les forces représentées 
en grandeur et en direction par GAj , GAj , GA3 , GA4 se 
fassent équilibre, il faut et il suffit que le point G coïncide 
avec le centre de gravité du tétraèdre AiA,A,A4. 
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i'^ Si 8^, «, , ^, , s^ désignent des nombres proportionnels 
aux aires des faces du tétraèdre A^AjAjA^ , pour que les forces 
représentées en grandeur et en direction par 5, .IA| , s^.lÊi^^ 
«,.IA, , s^Ak^ se fassent équilibre, il faut et il suffit que le 
point I coïncide avec le centre de la sphère inscrite au 
tétraèdre considéré. 

III. — Dans le cas ou les points Ai,Aa,...Ân, M sont 
situés dans un même plan, on a des théorèmes analogues à 
ceux qui précèdent. 

Soit donc le centre des distances proportionnelles du 
système (Aj , aj) ... (A» , a»), la résultante des segments 
représentés en grandeur et en signe par a^.MAi. . .an.MA» 
passera par le point et sera représentée, en grandeur et en 
signe, par (a^ 4- . . . + a„)MO. Appelons aj^ , a:, , . . . aî« , X les 
distances algébriques d'un point quelconque P du plan aux 
segments MA^ , MA, , . , . MA^, MO. Le produit oîk.MAk est 
la quantité qu'on nomme, en Mécanique, moment du segment 
MAk par rapport au point P. En appliquant le théorème des 
moments, il vient 

(4) 2ri a^.x.MA^ = \2d(xJxM0; 

ou, si les segments se font équilibre, 

a^.a^i.MAi = o. 
De ces relations on déduit les théorèmes suivants: 



2: 



Théorème VI. — Le lieu géométrique des points tels 
que leurs dislances algébriques Xj , a?,, . . . a^n, à n segments 
de droites MA^, MA,, . . . MA„, vérifient la relation 

m^x^ -h m,a?j -+-...-+- ntnXn = K, 
est une parallèle, menée à la distance 

,^_ g . 

-^MAj 
à la résultante MO 51 ma" ^^^ segments 



(e,)"'. ••(^>- 
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le point étant le centre des distances proportionnelles du 
système 

Si K est nul, le lieu cherché est la résultante des segments 
Théorème VII. — Lorsque les segments 

(iff>* (k)"*- 

se font équilibre, le lieu géométrique des points tels que Ton 
ait 

est la parallèle à MA», menée à la dislance 

K 

En effet, puisqu'on doit avoir, pour les points cherchés, 

m^x^ H- ... -H ntn—iXn-i = K, 
et que, d'ailleurs, 

ou a ( ,^ " iMAn.Xn 4- K = o. 

\MAn/ 



REGLE DES ANALOGIES DANS LE TRIANGLE. 

TRANSFORMATION CONTINUE 
Par M. Emile Eiemoine. 



Au congrès de TAssociation française à Limoges en 1890 
nous avons donné un grand nombre de formules relatives au 
triangle dont beaucoup étaient nouvelles, et nous avons cher- 
ché à montrer l'avantage de leur emploi dans la géométrie du 
triangle ; parmi ces formules plusieurs avaient entre elles de 
grandes analogies et je m'étais demandé s'il n'existait pas une 
loi au moyen de laquelle, étant donnée une formule, on pût 
déduire ses analogues. 
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J'avais trouvé la loi cherchée; mais ma démonstration, invo- 
quant le principe de Carnot dans la déformation du triangle, 
laissait quelque indécision, à des multiples de tc près, dans la 
valeur des angles après le passage à l'infini du point de con- 
cours des droites qui les formaient, et je cherchais autre 
chose, lorsque M.Laisant, à qui j'avais parlé de mes résultais 
m'en donna la solution élégante et rigoureuse que j'ai commu- 
niquée cette année au Congrès de Marseille. 

Par cette loi, les formules et les théorèmes se déduisent au 
moyen d'une transformation que j'ai appelée : transformation 
continue^ dénomination qui rappelle le principe de Carnot^ au 
moyen duquel je l'ai trouvée. J'expose ici une troisième démon- 
stration plus intuitive. 

Toute relation entre les éléments d'un triangle revient à une 
identité entre les lignes trigonométriques des trois angles A, 
B, G de ce triangle (angles dont la somme est égale à tt), car 
tous ces éléments peuvent s'exprimer en fonction de ces trois 
angles et d'un élément linéaire qui disparaît en vertu de 
l'homogénéité. 

Soit F(A, B, C) = o, 

cette identité. 

Elle aura lieu évidemment, quels que soient les angles 
A, B, C, pourvu que A -h B + G = ir. 

Je peux donc remplacer les angles A, B, C dans cette iden- 
tité par des angles A', B', G', pourvu que A' + B' h- G' = tt. 

Si je prends pour A', B', G', des fonctions de A, B^ C, cette 
identité be présentera sous une autre forme où entreront les 
angles A, B, C, et cette autre forme pourra correspondre à 
l'expression d'une autre propriété des éléments du triangle. 

Si nous posons : 

A'=-A; B' = ^-B; C' = :r-G;, 
c'est-à-dire, si nous remplaçons dans F(A; B, G) = o, A, B, G 
respectivement par — A, tt — B, tt — G, ce dont nous avons 
le droit d'après ce qui précède, nous ferons ce que nous appe- 
lons la transformation continue en A. 

Si l'on remplace dans F(A, B, G) = o, A, B, G respective- 
ment par 7c — A, — B, it — G ce sera la transformation conti- 
nue en B, etc. 
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Dans la transformation contiwm en A, examinons comment 
se transforment les éléments du triangle en supposant que 
BG = a soit rélément linéaire. fixe, choisi. 



On a: 



h = 



a sin B 



c = 



a sin G 



sin A sin A 

En faisant dans les seconds membres la transformation con- 
tinue en A, on voit qu'ils changent de signe ; donc : 

b devient — 6, c devient — c. 



De même on a : R = - 



a 



par transformation conti- 



2 sin A * 

nue en A le second membre change de signe, donc R devient 
- R. 

On a ; S — - 6c sin A ; par transformation œntinue en A 

le second membre change de signe ; donc S devient — S etc. 
Voici pour les principales fonctions simples des éléments du 
triangle le tableau des résultats que donne la transform^ation 
continue en A. 



a se c] 


hange en a 


cos A se 


change en 


cos A 


b 


» - b 


cos B 


f) 


— cos B 


c 


ù — c 


cos G 


» . 


— cos G 


A 
B 


» A 

» 7C — B 


. A 

sin — 

3 


» 


. A 

— sm — 

2 


G 
P 


« TT — C 


. B 

sm — 

2 


)) 


B 

cos - 

2 


(p - a) 
(P-b) 


» — p 

» {p - c) 


. G 
sin — 

2 


» 


G 

cos — 

2 


(p - c) 
S 


.) (p - b) 
» - S 


A 

cos — 

2 


» 


A 

cos — 

3 


R 

r 


» - R 
» ra 


B 

cos — 

2 


» 


. B 

sm — 

2 


ra 

n 


» r 
» — 7\ 


C 
cos — 

2 


» 


. G 

sin — 

2 


rc 


» — rb 


ha 


» 


-K 


sin A 


I) — sin A 


h 


)) 


-K 


sin B 


» sin B 


hc 


)) 


-h 


sin G 


» sin G 


h 


» 


- la 
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/^ se change en — /^ 8^ se change en — 8 

Ib » - /; §5 » - 8e 

Ib » — 4 5c » — 85 

L » — /' (0 » 



— 0) 



/ç » — le etc., etc. 

8 » - 8a 

Nous appelons Aa, Ab» hej les trois hauteurs ; /ay 4» ^c» les trois 
bissectrices, Zl, /^, le ; les trois bissectrices extérieures ; 8, 8a, 
85, 8c; les quantités 4R + r, 4R + Ta, 4R -h r^, 4R -f n 



(0 



Tangle de Brocard. 

Cette transformation ne donne pas toujours lieu à une nou- 
velle formule; ainsi, en l'appliquant k l'égalité 

a = 6 cos G + c cos B, 
on obtient : 

a = — 6 cos (x — G) — c cos (tc — B) ; 

et la formule est reproduite. Mais, le plus souvent, la trans- 
formation donne de nouvelles formules. Ainsi : 

a(p — o) -h b(p — 6) -4- dp — c) = 2r8 
donne : ap + b{p — c) -h c{p — b) = 2raK'j 

a(p — a) = r(8 — r^) donne : ap = Vai^a + ^) ; 

p* - R8 



R 
R8a-(p-a)» 



Ta COS A 4- rb cos B -+- Te cos c = 

donne : r cos A -t- rc cos B -4- n cos G = 

R 

Nous ne multiplions pas ici ces exemples parce que beau- 
coup des formules que nous écririons seraient parmi celles 
que nous avons publiées à Y Association française pour V avan- 
cement des sciences au Congrès de Limoges et aux congres 
antérieurs avant d'être en possession de la théorie de la trans- 
formation continue, et dans celles qui composent un article 
que nous avons adressé au journal Mathesis^ il y a quelques 
mois, et qui paraîtra sous peu. 

Utilité de la transformation continue, — 1® Elle permet, une 
formule étant établie, d'en déduire le plus souvent une ou 
plusieurs autres. 

2^ Un théorème en donne souvent aussi, par conséquent, un 
ou plusieurs autres; les calculs ou les raisonnements, pour 
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démontrer directement les nouveaux théorèmes, peuvent être 
calqués sur ceux qui ont permis d'établir le théorème d'où 
Ton part en y faisant seulement les modifications qui sont les 
conséquences de la transformation. 

En voici quelques exemples : 

Supposons que les coordonnées normales absolues d'un 
point M trouvées par un certain calcul ou par un certain rai- 
sonnemeLt (ce qui revient au même) soient Xy y, z; faisons la 
transformation continue en A; appelons a;', y', z' ce que de- 
viennent les quantités x^ y, z par la transformation continue 
en A, ce qui ne veut pas dire que a?', t/', z' sont les coordonnées 
absolues d*un point, il faut bien le remarquer. 

Gomme on a la formule 

oo? -h 61/ + c;5 = 2S, 

on aura, par transformation continue en A de cette formule, 

ax' ^ by' — es' = — 2S, 

ce qui montre que — x\y\ z' sont les coordonnées d'un point 
M'. Ce point est le transformé de M. 

Il suit de là que si F (ic, j/, z, K, H...) = o, est une quel- 
conque des équations du calcul qui a amené à la détermina- 
tion de M, l'équation correspondante qui amènerait à la déter- 
mination de M' est : 

F(-- x,y,Zy Ki,Hi...) = o, 

en appelant K^, H^... le résultat de la transformation continua 
en A opérée sur K, H,.., etc. 

Exemple I. — Le lieu des points tels que la sommée des perpen- 
diculaires abaissées sur les côtés GA et GB (Fun triangle ABG, 
soit a + b, est évidemment la droite donnée par Inéquation : 

280? H- 2Sy = (a + b){ax 4- 61/ + cz). 

Faisant la transformation continue en A, de cette propriété, 
on a : 

Le lieu des points tels que la différence des perpendiculaires 

abaissées, sur GA et sur GB, soit a — h est représenté par Véquor 

tion : 

2Sy — 2Sx = (a ■— 6){(M5 + 6«/ + cz). 

Exemple II. — L'hyperbole Ho qui a pour foyers B et G et 
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passe en A a pour équation (A. F., Congrès de Limoges, 1890, 
p. 136) : 

{p - b){p - c)(6y + c^z^) - bcyz[(p - a)« 4- (p - 6)*] 

-h abc {c — b) X {z ^ y) = o. 

Si Ton fait la transformation continuée en A, le résultat trouvé 
reproduit Ha, et cela doit être puisque la différence des rayons 
vecteurs d'un point de Ha étant 6 — c ouc — 6 devient par cette 
transformation c — 6 ou 6 — c et qu'on a ainsi la même hyper- 
bole. 

Si l'on fait la transformation continue en B, c'est-à-dire celle 

oli 

a,b,c,p, ip-a), (p-b),(p-c),x,y,z,Gic,, 

deviennent : 

— a.b.-c^-ip'' b), (p - c), - p, (p - o), X, - y, z, etc. 
on trouve : 

p(p—a){b^y^-hc^z^) -f- bcyz[p^'h(p'^a)^]-habc (c+6)a;(;54-y)=o» 
qui représente l'ellipse Ea de foyers B et C et passant en A, 

En résumé, pour faire la transformation continue en A dans 
une équation en coordonnées normales, il suffit de faire la 
transformation des coefficients et en outre de changer xen—x. 
On verrait de même que, pour faire la transformation continue 
en A dans une équation en coordonnées barycentriques, il 
suffit de faire la transformation sur les coefficients; que dans 
une équation cartésienne (GB axe des a?, GA axe des t/), il faut 
transformer les coefficients et changer i/ en — j/, etc., etc. 

Cette transformation est fort utile dans un grand nombre 
de questions; nous en avons déjà fait un fréquent usage. 

Par exemple: Si G est le barycentre, H le point de con- 
cours des hauteurs; 

I le point :p — a, p — ô, jo— c (coordonnées normales) ; 

la son transformé continu en A : p, p — c, p — 6; 

J le point : > r » ; 

p — ap — bp — c 

Ja son transformé continu en A : - > » r ; 

' p p — c p — b 

X le point de Gergonne du cercle inscrit; 

la son transformé continu en A point de Gergonne du cercle 

ex-inscrit Oa. 
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Les points collinéaires 6, I, J pour lesquels on a : 

JG JI GI 



8 6R 2U - r 
se transforment en les points collinéaires G, la, Ja, pour les- 
quels on a : 

JgG __ JJa _ trlg ^ 

8a "■ 6R "" 2R 4- Va' 

On a : HX^ = 4R* - Ç (2R - r), 

ce qui donne : 

im . 4B> - ?^P^ (3R ^ r). 

8a 

On sait que : 

Surface oOH = (^ - <')(« - «)(« - <» , 

8r 
ce qui donne : 

Surface OaOH = (^ - cK^ 4- a)(6 ^ a) ^^^^ 

8ra 
D'après ce qui précède, il est clair que, une question quel- 
conque étant traitée à propos du triangle, il sera utile devoir 
ce qu'elle donne par transformation continue. 

Il nous paraît évident qu'il n'y a pas à chercher de construc- 
tion générale qui permette de déduire de M son transformé 
Ma en A, puisque Ma dépend du mode de liaison qui unit M 
aux éléments du triangle de référence; mais il y a cependant 
des théorèmes généraux qui relient une figure à sa transfor- 
mée continue. Nous allons indiquer ceux qui se sont présentés 
à nous tout d'abord, mais il est probable que la question est 
loiu d'être épuisée. 

I. La droite de l'infini se transforme en elle-même, donc 
deux droites parallèles se transforment en deux droites paral- 
lèles. 

IL Les points circulaires de Tinfini se transforment l'un en 
l'autre. 

III. Une courbe de degré n se transforme en une courbe de 
même degré, donc- 
Si n points sont sur une ligne droite L, leurs transformés 
sont sur la droite La transformée de L« 
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IV. De II et de III on déduit qu'un cercle a pour transformé 
un cercle. 

V. Si n droites sont concourantes en un point V, leurs 
transformées se coupent en un point Va transformé de V. 

VI. Si les longueurs de deux droites ou les valeurs de deux 
angles sont dans un rapport fixe indépendant des éléments 
du triangle de référence, ce rapport se conservera dans la 
transformation continue. 

Corollaire 4. — Quatre points formant une division harmo- 
nique se transforment en quatre points formant une division 
harmonique. 

Corollaire 2. — Une bissectrice d'un angle se transforme 
en une bissectrice de Tangle transformé. 

VII. L'homographie, Tinvolution se conservent, ainsi que 
rhomologie et Torthologie. 

VIII. Deux droites rectangulaires se transforment en deux 
droites rectangulaires. ^^ ^rnvre.; 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Au|^. Boatin. 

{Suite, voir p, 36.) 



202. — Les centres isologiqaes n'existent qui si le triangle est 
acutangle. 

Les centres isologiques sont les deux points tripolalrement associés aux 
réciproques du centre du cercle inscrit; leurs distances aux sommets sont 
proportionnelles aux côtés opposés. 

Soient ka, kb^ kcj les distances d*un de ces points aux sommets. On sait 
que l*on a, entre les carrés X, Y, Z, des distances d*un point aux sommets 
d'un triangle, la relation : 

S a«X» — S 26c cos A (YZ + a«X) + a«6«c« = o 
d'où, pour déterminer A:, Téquation : 

&♦ £ o« — S 26c cos A [b*c^k* 4- a*/c*) -h a*6>c> = o, 

fc4(S a« — 2 2b^c^ cos A) — 2abck^ S a^ cos A -h a'6*c* = o. 
Le discriminant de cette équation en k* est 

2(o* -\-b* + c^)a*b^ cos A cos B cos G, 
qui n'est positif que si aucun des angles n'est obtus. 

Quand le triangle est rectangle, k* n'a plus qu'une Taleur, et les deux 
centres isologiques sont confondus en un seul point qui est diamétrale- 
ment opposé, sur le cercle circonscrit, au sommet de l'angle droit. 
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. On a alors la proposition saivante : 

Les cercles symétriques des cerdes d'Apollonius^ par rapport aux médiatrices^ 
sont, dans un triangle rectangle j tangents entre eux au même point du cercle 
circonscrit qu'ils coupent orthogonalement: la tangente commune en ce point 
est le diamètre de ce dernier cercle qui passe par le sommet de Vangle droit. 

On peut observer que si réqpiation précédente en k^ a ses racines 
réelles, elles sont toutes deux positives, l'une d'elles convient à Tun des 
centres isologiques; la seconde à Tautre centre. 

En efifet, pour qu'il en soit ainsi, il suffit que Ton ait : 

S o« — S 26'(^ cos A > o, 

ou ^a^ -h 3a*6>c* > 2 6>c*{6« + c«), 

inégalité que Ton vérifie aisément. 

203. — Distances des centres mlogiques. 

^', k^ étant les racines de Téquation %a k^ de Texercice précédent, on 
a, pour la distance cherchée, 

i6S«8« = (fe> — A;'*)«rS a« — L26«c3 cos A). 
Tenant compte de la valeur do /c* — /c'* tirée de Texorcice précédent : 
^, _ 8o*6»c»ta« H- 6' + c') cos A cos B cos G 



0' 



8» 



£a^ — i26*c* cos A 



204. — Coordonnées barycentriques des centres isologiques. 

Soient a, p, y les coordonnées barycentriques d'un de ces points; on 
a, à un facteur constant près, 

a == a'^hc cos A + A;*(c* ac cos B + b^ab cos G — o*) 
a = o«(6> + c« — a«) + A;* {a*d^-h a*b^ + 6* + c* — 26-c> — 20^) 
mais les centres isologiques étant situés sur la droite d'EuIer, on a 

(1) — î^ — = Ë = ï , 

I — mtgA I — tntgB i — mtgC 
d'où résultent: i-mtgA^a^ 



m == 



I — w tg B p 
cotg A cotg B (a — p) 



a cotg A — p cotg B 
Remplaçant a, p, par leurs valeurs, il vient, tous calculs faits 

I 4- 3A;« 



m = 



-t; cotg A cotg B cotg G, 



I -\- 
valeur qui portée dans (1) détermine assez simplement a, p, y. 

205. — Les distances des points I, F, I", I'", aux droites qui 
leur sont harmoniquement associées, sont données par les formules : 

6. 01 = 3Rr ô'. or = Rr' 6". Oi" = Kr'f S'". 01'" = Rr'". 

(A suivre.) 
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QUESTION 414 

Solution par B. Sollertinskt. 



Théorème. — Si, au double d'un nombre triangulaire on ajoute 
un carré, on obtient la somme de deux nombres triangulaires, 

(E. Catalan.) 

On a 

, . , 2n*H-2m"4-2n {n-\-mY-\-{n—mY-k-(n-^-m)-k-{n-'m) 
M(nH- 1 )-hwi'= = • — 

2 2 

(n \'m-k- i)(n 4- w) (n — m)(n — m -h i) 



2 2 

î^oia, — Autre solutioD par M. E. Foucart, élève au lycée Michelet. 

QUESTION 415 

Solntlon par B. Sollertinskt. 



^ III I 

On a I . + - • r 4- ... H • I 

2n— I 3 2n— 3 2n — I 

1/ 1 1 I \ 

n\ 3 5 2n — 1/ 

(E. Catalan.) 

De ridentité 

1.— L-3:-L(-L-H-L_), 

m 2n-' m 2n \m 2n — mj 
il résulte 

y(l._L_-H— L-.-L) = i 2(- + -^) 

^^\m 2n — m 2n—m m/ n ^^\m 2n — m/ 
ce qui donne Tidentité à établir, si le nombre n est pair; 
dans l'autre cas^ on doit seulement retrancher, des deux mem- 
bres,— • 
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QUESTIONS PROPOSEES 



431. — Par un point quelconque M d'une tangente à une 

parabole P, en un point B, on élève une perpendiculaire à 

cette droite, qui rencontrela directrice en A; puis Ton trace AB. 

Démontrer que la perpendiculaire à AB, issue de M est tangente 

à la parabole. 

(LeinekugeL) 

432. — Dans les piles de boulets 1® triangulaires; â<> qua- 
drangulaires; quel est le nombre des points de contact de deux 
boulets? 

Le premier nombre n'est jamais un carré. 
Trouver dans quel cas le second est un carré. 

(E, Ijemoine,) 

433. — Si (o tend vers X, on a 
sin (o) — X) H- sin (X — p) H- sin (p — w) _ / 2 



Lim 



sin (cD — X) 4- sin (X — a) + sin (a — w) l . X — a 
^ ^ sm 

2 

(E, Lemoine.) 



ERRATA 

Page 271 (1891) : ligne 10 en remontant, lisez R* au li^ de 11^ 

Page 25 (Février) : ligne 12, lisez : des cercles-exinscrits, au lieu de : d*un 

cercle exinscrit. 

Page 29, ligne 10 en remontant, lisez : r au lieu de R. 

Page 262 (1891) au lieu de : 

2r sin* a ,. , 2r cos* a 

p' = — : ♦ lisez: p' = • 

2 sm a — I 2 CCS a — i 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 



IMPRIIIERIB CENTRALE DBS CHEMINS DE FER. — IMPRIMBRIB CRAIX. 
RUE bEROÈRB, 30, PARIS. — 3884-2*92. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernés, 

{Suite, voir page 49.) 



§ XXII bis. — L'application delà méthode d'inversion symé- 
Irique, aux couples isopliques, est fondée sur le théorème 
suivant : 

Théorème préliminaire. — Les transformés dedeux points 
isopliques sont isogonaux relativement au triangle LBG, oii L est 
le transformé de Vorlhocenire (ou l isocyclique de 0); et réciproque- 
ment, si deux points sont isogonaux relativement à LBC, leurs 
transformas sont isopliques. 

Cette proposition a été déjà obtenue (/. E, août 1891, p. 180), 
comme cas particulier d'un théorème plus général. Une raison 
directe 1res simple est que si M, Nsontisoptiques, les circon- 
férences MAC, NAG ont pour transformées deux droites Bm, 
Bn symétriques relativement à AB; de même, Cm, Cn sont 
symétriques relativement à AC. De sorte que les angles en B, 
dans les triangles mBC, nBG, ont pour somme 2B; les angles 
en G pour somme 2G. Par suite m, n sont isogonaux relati- 
vement au triangle LBG dont les angles en B et G sont 2B et 
2G. Même explication retournée pour la réciproque. 

Remarque importante. — Les angles de LBG étant doubles de 
ceux dcABG, A est le centre de l'un dès quatre cercles tan- 
gents aux trois côtés de LBG, les trois autres sont le point S 
diamétralement opposé à A, sur la circonférence ABG, et les 
points Y, Z ou la perpendiculaire en L, à AS, rencontre AG et 
AB, lesquels sont aussi situés respectivement sur les perpen- 
diculaires à AB en B et à AG en G. On peut, dans le théo- 
rème préliminaire, substituer au triangle ABG l'un quelconque 
des trois triangles SBG, YBG, ZBG, le pôle d'inversion symé- 
trique étant alors ou S ou Y ou Z, et la puissance d'inversion 
SB, SG ou ÎB, YG ou ZB, ZG. 

Autre forme du théorème préliminaire. — Lorsque 
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deux points sont isogonaux, leurs transformés relativermnt au 
triangle IBG, ok I désigne le centre de Vun quelconque des quatre 
cercles tangents aux côtés de ABC, sont isoptiques relativement à 
IBG et réciproquement. 

C'est évidemment le même théorème où L est remplacé par 
A et A par I. 

Par ce théorème toute propriété concernant les couples 
isoptiques est transformable en une propriété relative aux 
couples isogonaux et réciproquement. 

Voici d'abord quelques exemples de la première transfor- 
mation. 

1® De ce que sur chaque hauteur et sur chaque côlé il y a 
une infinité de couples isoptiques ayant le pied de cette hau- 
teur pour centre, on conclut que sur chaque bissectrice il y a une 
infinité de couples de points isogonaux qui sont en division harmo- 
nique avec ceux des quatre centres I, !«, Ib, !« qui sont sur cette 
bissectrice, et que sur chacun des cercles ayant pour diamètre la 
droite qui joint deux de ces quatre centres il y a une infinité de 
couples isogonaux formés de deux points symétriques relativement 
à ce diamètre. C'est ce qu'on ^oit en raisonnant sur AH et BG 
et remplaçant, après transformation, L par A et A et S par 
deux des quatre centres I, la, Ib, Ic> ou mieux en appliquant 
le théorème préliminaire sous sa seconde forme et transfor- 
mant relativement à l'un des triangles IBG, laBG, etc. 

11 est à remarquer que si I par exemple étant le pôle de 
transformation on raisonne sur BH et AC ou GHet AB, au 
lieu de AH et BC, les deux mêmes conclusions se présentent 
dans un ordre inverse, car c'est alors la hauteur qui se trans- 
forme en cercle et le côté en droite. 

2® La proposition que : sur le cercle qui a pour diamètre un des 
côtés, BC, il y a une infinité de couples isoptiques passant par le 
milieu de AH, redonne la seconde partie de 1°; mais le fait 
que les points isogonaux m, n sont symétriques, relativement 
à Ifelc, s'y présente sous cette forme que nous notons en vue 
d'une transformation ultérieure : le cercle Imn passe par 
le symétrique de l relativement à Wc; de même, le cercle lamn 
par le symétrique de la. Il est intéressant de suivre cette trans- 
formation. Soit MN un couple isoptique relativement à IBG, 
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situé sur la circonférence qui a BG pour diamètre. Le 
transformé de cette circonférence, relativement à IBG, est un 
cercle qui passe par B, G, et qui est orthogonal au cercle IBC ; 
c'est le cercle décrit sur Ibic pour diamètre. Les transformés 
m, n de M, N forment donc un couple isogonal situé sur ce 
cercle. Et comme MN passe par le milieu U, de IH^, ou H^ est 
Torthocentrede IBGetqueHia pour transformé A, le cercle Im/i, 
transformé de MN, passe par le symétrique de I relativement 
à A ; ou, ce qui revient au même, le symétrique de I relative- 
ment à IfeTc. — On peut permuter I avec la, et aussi permuter 
I, la avec I5, le . 

Eu transformant la proposition : sur le cercle qui a four 
diamètre ÀH il y a une infinité de couples isoptiques qui passent 
par le milieu de BG, on obtient cet énoncé, qui sera aussi Tobjet, 
plus loin, d'uQO transformation nouvelle : Sur la droite qui 
joint deux des quatre points I, la, I&, le» pa^ exemple sur I^, le il 
y a une infinité de couples isogonaux mn, tels que la circonférence 
Imn ow lamn passe par le point harmoniquement opposé à 1 ou la 
relativement àBG. 

Le rapprochement de ce résultat et de la première partie 
de 1** montre que les circonférences qui passent par 1 et le point 
qui lui est harmoniquement opposé^ relativement à BG, divisent 
Ifelc harmoniquement. Cette propriété subsiste pour toute circon- 
férence qui passe par la et son opposé harmonique relativement 
à BG. En particulier, ainsi qu'on peut du reste le vérifier faci- 
lement, la symédiane issue de I, dans IBG, passe par le milieu de 
IJc» et aussi lasymédiane issue de A, dans laBC. 

3° Si M, N sont isoptiques, les circonférences MBG, NBG 
sont symétriques relativement à BG. Gette proposition évidente 
se transforme en celle-ci : Si m, n sont isogonaux, les circon- 
férences mBG, nBG ont leurs points conjugués deux à deux 
relativement au cercle qui a pour diamètre Ha, et conjugués deux 
à deux relativement au cercle qui a liXc pour diamètre. Résultat 
qui a été déjà rencontré dans le chapitre des cercles symé- 
triquement inverses. 

4° Le théorème principal que le centre de tout couple isoptique 
est sur le cercle des neuf points donne ce théorème également 
remarquable : 
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Théorème. — Le lieu du point harmoniquement opposé à 
lun des centres I, !«, Ib, !« relativement à la droite qui joint deux 
points isogonaux quelconques, est le cercle qui passe par les trois 
autres centres. 

Car si M, N sont isoptiques relativement à IBC, le milieu P 
de MN étant sur la circonférence formée par les pieds des 
hauteurs de IBC, et ces pieds ayant pour transformés, relati- 
vement à IBC, les centres la, !&, le, le pointp harmouiquement 
opposé à I relativement à mn est sur la circonférence laljc. Et 
Ton peut présenter I avec Tun quelconque des trois autres 
centres. 

5^ Le lemme sur lequel nous avons établi la démonstration 
du théorème principal se transforme ainsi : 

Théorème. — m, n étant un couple isogonal quelconque, 
d le point harmoniquement opposé à I, relativement à BC; e, f 
les conjugués de I relativement aux cercles mBG, nBG, si {Xj est 
rintersection d'une circonférence passant par l et m et tangente 
à la circonférence Ide, avec une circonférence passant par I et 
d et tangente à la circonférence Ime, et v^ Vinlersection dune 
circonférence passant par l et n et tangente à la circonférence 
Idf avec une circonférence passant par l et d et tangente à 
la circonférence Inf, la circonférence I{ii.,v, passe par un 
point fixe, qui est le point V symétrique de I relativement à A. 
— De plus les dislances de fXj e^ v^ o I e/ d sont proportionnelles. 
Et le lieu de la rencontre de la circonférence IfXiVj avec une 
circonférence orthogonale, menée par J et d est la circonférence 
IJJc. On peut permuter I avec !« ou U ou I,.. . 

m, n sont, en effet, les transformés, relativement à IBC, d'un 
coup'e isotique M, N; d est le transformé de D milieu de BC; 
c, /' sont les transformés des centres E, F des cercles MBG, 
NBG,; [Il est le transformé de jx, rencontre des parallèles 
menées par M à DE et par D à EM. De même, v^ est le trans- 
formé de v; enfin T est le transformé du milieu de la dis- 
tance de 1 à Torthocentre de IBC; de sorte que [xv passant 
par ce milieu, la circonférence la^vi passe par Y. 

Gomme jx, v sont sur une circonférence qui a D pour centre, 
jXi, Vj sont sur une circonférence dans laquelle I et d sont 
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conjugués, de sorte que 

■ - ' ■ • 

Enfin, le lieu des projections de D sur v(jl étant la circonfé- 
rence des neuf points de IBO, la troisième propriété de Ténoncé 
résulte de cette remarque : 

6** L'existence d'une infinité de couples isopliquesMN, M^N, 
normalement associés deux à deux, c'est-à-dire de même 
centre P et où MM^, NN^sont perpendiculaires à un des côtés, 
à BC par exemple, prouve qu'à chaqiie point p, du cercle laTjJc, 
correspondent une infinité de systèmes de deux couples isogo- 
naux, mn, m^n,, oii m et n, m^ e/ n^ sont harmoniquement 
opposés relativement à Ip et ou les circonférences Imm^, Inn^ 
sont tangentes à lÂ. 

De la propriété que les cercles décrits sur MM^, NNj comme 
diamètres^ sont isogonaux au cercle qui a BG pour diamètre, il 
suit que le cercle qui passe par mm^ et est orthogonal au 
cercle Imm, et le cercle qui passe par n, n^ et est orthogonal 
au cercle Inn^ sont orthogonaux au cercle décnt sur liJc pour 
diamètre. Même chose, en permutant I en la. 

§ XXII ter, — Passons aux exemples de la transformation 
inverse. 

Nous supposerons des points isogonaux relativement à 
LBG; et, transformant par rapport à ABC, de toute propriété 
relative à ces points isogonaux, nous conclurons une propriété 
concernant les points isoptîques. 

1° Le point L a pour isogonal, relativement à LBG, un point quel- 
conque de BG devient ; Le point H a pour isoptique un point 
quelconque du cercle ABG. 

Un point à Vinfini a pour isogonal, relativement à LBG, un 
point arbitraire de la circonférence LBG devient : Le point A a 
pour isoptique un point quelconque de la circonférence HBG. — 
Même propriété naturellement pour B et G. 

Chacun des centres A, S, Y. Z, des quatre cercles tangents aux 
côtés de LBG est son propre isogonal, relalivemenl à LBG, devient : 
Tout point à Vinfini est son propre isoptique, ainsi que les pieis 
HaHbHc des trois hauteurs. 
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2° La bissectrice LSA. de Tangle BLG ayaut pour transfor- 
mée la hauteur AH, les deux droites LM, LM' qui aboutissent 
à deux poinis M, M' isogonaux relativement à LBG ont pour 
transformées deux circonférences MAH, M'AH symétriques 
relativement à AH, et Ton retrouve ainsi celte importante pro- 
priété, déjà directement établie : Lorsque deux points m, m' sont 
isoptiques relativeme'at à ABC, ils le sont aussi relativement aux 
trois triangles HBG, HGA, HAB. 

Remarque. — De cette propriété ainsi établie par transfor- 
mation, on peut, par une transformation inverse , diffé- 
remment appliquée, déduire une nouvelle propriété des points 
isogonaux. Considérons deux points P,Q isoptiques relative- 
ment à IBG, et désignons par K l'orthoeentre de IBG; les 
circonférences PBK, QBKsont, d'après ce qui vient d'être dit, 
symétriques relativement à BK. Or BK a pour transformée, 
relativemenlà IGB, la circonférence IGA, c'est-à-dire la circon- 
férence qui a Ilb pour diamètre. De là ce théorème sur les 
points isogonaux; 

Théorème. — p, q étant deux points isogonaux, les deux 
circonférences pAG, qAG coupent la circonférence de diamètre 
I Ib 501^5 des angles égaux et de signes contraires, ainsi que la 
circonférence de diamètre laïc (comme on le voit en raisonnant 
sur laBG). De même, les circonférences pAB, qAB coupent, sous 
des angles égaux et de signes contraires, la circonférence de dia- 
mètre I le , ainsi que la circonférence de diamètre lalb . 

3° Théorème. — Etant considérées deux circonférences 
symétriques relativement à AH et qui passent par A e/ H ; 5Î M, 
N sont deux points quelconques de la première j et M', N' leurs 
isoptiques, situés sur la seconde, les circonférences AMN' ANM' 
5e coupent sur la circonférence HMN'; HNM' se coupent sur la 
circonférence HBG. 

Gar, d'après une propriété connue sur les points isogonaur, 
si m, m' et n, n sont deux couples isogonaux relativement 
à LBG, situés sur les deux mêmes antiparallèles Lmn, LmV 
relativement à l'angle L, les droites mn\ nm' se coupent sur BG, 
et les circonférences hmn\ Lnm' se coupent sur la circonfé- 
rence LBG (§§ XIÏ). 
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4® Théorème. — Si M, M' sont isoptiques, la seconde ren- 
contre N des circonférences BCM, AHM, et celle N' des dr- 
conférences BCM', AHM' sont aussi isoptiques. — Les circon- 
férences AMM', ANN' sont tangentes, ainsi que les circonférences 
HMM', HNN'. — Si E, E' sont les points d'intersection de la 
circonférence HBG avec les circonférences AHM, AHM', et 
F le point harmoniquement opposé à A, relativement à EE', 
les circonférences AMM' ANN' sont, chacune, le lieu des points 
harmoniquement opposés aiujc points de Vautre, relativement à AF. 

HM.HN' HN.HM' HB.HG 



— On a les relations 



AM.AN' AN.AM' AB.AC 



Le premier point provient de ce que, si m, m' sont isogonaux 
relativement à LBC, leurs isocycliques n, n', relativement à L 
et BG sont isogonaux. 

— Le second, de ce que mm', nn' sont parallèles, et les 
circonférences Lmm\ Lnn' sont tangentes. 

— r^e troisième, de ce que mm\ nn' sont symétriques rela- 
tivement au milieu f de ee\ où e, e' sont les rencontres de la 
circonférence LBG par Lw, Lw'. 

— Le quatrième, enfin, de ce que Ton a 

Lm.Ln' = Ln.Lm' = LB.LG. 
Remarquons qu'on peut, suivant une indication générale, 
permuter A et H dans le troisième point, qui se complète 
ainsi : Si D, D' sont les rencontres de la circonférence ABG avec 
les circonférences AHM, AHM' et G, le point harmoniquement 
opposé à H par rapport à DD', les circonférences HMM', HNN' 
sont chacune le lieu des points harmoniquement opposés aux points 
de Vautre relativement à HG. C'est ce qui résulterait aussi de 
la symétrie de mm\ nv! relativement à /*, transformée relati- 
vement à LBG. 

5® Théorème. — Étant données deux circonférences y, y 
passant par k et B. et symétriques relativement à AH, si Von 
considère les deux circonférences qu'on peut faire passer par B, G 
tangentiellement à y, et que M',N soient les isoptiques des points de 
contact M, N, les circonférences M'BG, N'BG sont tangentes à y, 
en M et N'. — Les circonférences AMN', ANM' sont tangentes. 
— Les circonférences AMM', ANN' passent par le point F, consi- 
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dérédansla question précédente ^ E, E' étant ici les rencontres de la 
circonférence HBG avec les circonférences y, y'. — On a les relations 

HM.HM^ _ HN.HN^ _ HB.HC 
AM.AM' "" AN.AN'~ AB.AC' 
Il suffit de se reporter au problème du § XVI : Déterminer^ 
sur deux droites isogonales données, deux points isogonaux qui 
soient les tranforméi Vun de Vautre; puis, en appliquant ce 
problème au triaugle L BC, de transformer relativement, à ABC, 
les propriétés qui y sont établies. 

Môme observation que plus haut sur la permutation de A et H, 
de sorte que Les circonférences HMN', HNM' sont tangentes^ et 
les circonférences HMM', HNN' passent par le point G de 4**. 

6° Problème. — Sur deux circonférences données y, y', qui 
passent par A etB. et sont symétriques relativement à AH, déter- 
miner deuxpoints isoptiques M, M' tels, que la circonférence AMM', 
ou bien la circonférence HMM', passe par un point donné P. 

Si m, m\ p sont les transformés de M, M', P, et Ld, Ld' les 
droites transformées des circonférences y, y', on est ramené à 
déterminer, sur ces droites, deux points m, m' isogonaux rela- 
tivement à LBG, et tels, que la droite mm', ou la circonférence 
Lmm\ passe par un point donné p. C'est le problème 1 du 
§ XVII. — On construira donc m, m' d'après ces conditions, et 
leurs transformés M, M' seront les points cherchés. 

1^ Théorème. — M, M' étant deux points isoptiques, si l'on 
coupe les trois circonférences ABC. AHB, AHG en P, Q, R par 
trois circonférences qui leur sont respectivement orthogonales et qui 
passent par A et M, et en P', Q', R' par trois circonférences égale- 
ment orthogonales menées par A et W, les six points P, Q, R, P', 
Q', R' sont situés sur une même circonférence a. Et si K es lie point 
harmoniquement opposé à A, relativement à M^M.\ les axes radicaux 
d'un cercle passent par A e^ H avec chacun des six points coiisi- 
dérès comme wi cercle de rayon seul concourent en un même point 
qui est le centre du cercle a. — Même proposition en permu- 
tant A et H. 

La première partie n'est que la transformation évidente du 
théorème sur les podaires pqr, p'q'r' des points m, m' sur 
les côtés du triangle LLG, relativement auquel ils sont iso- 
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gonaui, La seconde partie résulte de ce que K étant le trans- 
formé du milieu de mm\ c'est-à-dire du centre du cercle 
circonscrit aux deux podaires, AetK sont conjugués relative- 
ment au cercle a. Si donc w est le centre de ce cercle 
(oK.coA = (oP*, ce qui exprime que w est sur l'axe radical du 
cercle-point P et d'un cercle quelconque passant par A et K. 

Rebiarque. — Faisons observer, en passant, que cette der- 
nière considération permet de construire un cercle a dont on 
connaît un point P et relativement auquel deux points donnés 
A, K sont conjugués. Il suffit de faire passer deux cercles par 
A etE, la rencontre des axes radicaux de chacun et du cercle- 
point P donne le centre c» du cercle a, — ou, ce qui revient 
au même, — la rencontre des polaires de P, relativement à ces 
deux cercles, donne le point diamétralement opposé à P sur 
le cercle a. 

Nous terminerons ces exemples, qu'on pourrait aisément 
multiplier, par la transformation de la relation caractéristique 
de deux points isogonaux situés sur deux droites isogonales 
données. 

8® Soient deux circonférences y, y' qui passent par A et H 
et sont symétriques relativement à AH, D, D' leurs intersec- 
tions par la circonférence ABC, E, Ë' leurs intersections par 
la circonférence ABC, M, M' deux points isoptiques quel- 
conques situés sur y, y'- Considérons les transformées d, d', 
e, e', m, m'; m, m' isogonaux relativement à LBC, sont 
situés sur les droites Lcfe, LdV qui rencontrent BG en d, d' et 
la circonférence LBCJ en e, e\ La relation à transformer est 

em,e!m' = const. = eL.e'd'. 

EM.E'M' 
La transformation donne ' .- . . - ,, = const. 

AM.AM. 

Cette constante s'obtient en supposant M en H et M' en D', 

EM.E'M' EH.E'D' 
ou M en D et M' en H, de sorte que = . Mais, 

ainsi obtenue sans avoir égard aux signes des longueurs, pour 
chaque point M pris sur y, elle donnerait, sur y', deux points 

dont un seul serait l'isoptique de M. Ces deux points de y' qui 

E'M' 
répondent à une même valeur de -j^ sont, par suite, har- 

JOURNAL DB lUTB. ÂLÂM . — 18^^ 4. 
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moniquement opposés Tun à Tautre, relalivemeut à E'A; ils 

sont donc de part et d'autre de E'A. Nous allons montrer qu'il 

faut choisir celui qui est du même côté de E'A que D', si M est 

du même côté de EA que H ; et faire contraire dans le cas 

contraire, ce qui revientà dire qu'il convient, dans la relation, 

EM EH j . . 

de regarder les deux rapports-^,» Yû comme de même signe 

ou de signes contraires, selon que M et H sont ou ne sont pas 

E'M' E'D' 
d'un même côté de EA, et les rapports -^, -^ comme de 

même signe ou de signes contraires, selon que M' et D' sont 
ou ne sont pas d'un même côté de E'A. 

En effet, dans la relation initiale, qu'on peut écrire — j^ 



em 



= I le rapport -rz est positif ou négatif, selon que m et L 
sont ou ne sont pas d'un même côté de e, le rapport transformé 

^"^ , _ pour lui être égal en grandeur et en signe, doit 

AM' AH'^ 

être regardé comme positif ou négatif suivant que m et w 

sont ou ne sont pas d'un même côté de EA. De même, 

^'^ , ^^ suivant que M' et D' sont ou ne sont pas d'un 

AM' AD' 

même côté de E'A. 

EM.EM 
On peut, dans la relation ^^ ^,^, = const., permuter A et 

DM.D'M' ' . 1 * * » vi. . 

M, ce qui donne ^ ^,^ r = const. ou la constante s obtient 

en supposant M en A et M' en E', ou M en E et M' en A. On 
-parvient aussi à cette égalité en transformant la relation 

connue Ému^ = const. — Enfin les formules 
Lw.Lm' 

— Lm' = const. et 37—, Lm = const. 
dm dm 

conduisent à 

EM HM' , E'M' HM 

— -• = const., =-7^77 «-r-TT- = const. ,. . , 

DM AM' DM A M (A suivre.) 
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EXERCICES ÉLÉMENTAIRES SUR LA PARABOLE 

Par M. SioUertinsky. 



1. Théorème. — Sur la médiane AM d'un triangle ABC, 
on porte AD = AD'. Vintersection P des droites BD, CD' par- 
court une parabole circonscrite au triangle et ayant AM pour 
diamètre (fig. 1). 

Soit N le point oii la parallèle à BC, menée de P, rencontre 

AN. 

D'N_ PN_ PN_ ND 

Dïi "" CM "" MB ~ DM* 
Donc 
PN D'N + DN D'N - ND 




CM D'M + DM D'M - DM 
PN AD AN 

^^ GM""AM~ÂD' 

Par suite 

PN' _ AD. AN _ AN 

CM» ""_AM.AD "' ÂM ' 

X CM' ^ , 

En posant -^ = 2p , 

on a donc PN' = 2/)'. AN, ^^- '• 

ce qui démontre la proposition (voir /. £., 1890, p. 133, § Si). 

Inversement. — Les droites joignant deux points fixes B,G d'une 
parabole à un troisième point quelconque P rencontrent le diamètre 
de la corde BC aux points D,D' équidistants de r extrémité du 
diamètre. 
En effet, A' étant cetle extrémité, on aurait 

A'N ___ /PNy _ AN 
A'M ■" \CM/ "" AM * 

Corollaires. -— 1® Trois points P, B, C, et la direction de 
Vaxe, déterminent une seule parabole; car le diamètre de BC ayant 
la même extrémité A pour toutes les paraboles PBC, le para- 
mètre correspondant est parfaitement déterminé. 
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2^ Deux paraboles dont les axes sont parallèles ne peuvent avoir 
plus de deux points communs. 

Remarques. — l® On peut effectuer toutes les constructions 
en ne se servant que de la règle et de Téquerro. 

2® Les droites BD', CD se rencontrent au point P', tel que 
PP', CB sont parallèles. De là une solution du problème : 
construire, point par point, une parabole circonscrite à un trapèze 
PP'BG. On trouve les points D, D', puis le milieu A de DD', 
etc. (*). 

3® Si la parallèle à GP, menée par B, rencontre AM en 8, on 
a M8 = MD'. Par suite 

D8 = DM + M8 = DM + D'M = 2AM = const. 

Conséquemment ; L'angle BPG étant inscrit à une parabole, et 
s* appuyant toujours sur deux points fixes B, G de la courbe, les parai- 
lèles auxcôtés de V angle, menéesd'unpoint fixeOdu plan,interceptent 
la même longueur RS i^ur une droite fixe parallèle à Vaxe\ 

Le sommet d*un triangle ORS reste fixe et sa base invariable 
RS glisse sur elle-même. Les parallèles aux côtés OR, OS. menées res- 
pectivement par deux points fixes B, G, se rencontrent sur lapara- 
bole passant par B, G. Laxe de celte parabole est parallèle à RS. 

2. Construction du foyer et de la directrice (fig. 2). — La cir- 
conférence décrite de A comme centre avec le rayon AM, ren- 
contrera BG en M'. Sur les droites 

BM 
AM,AM'onporteAE=:AE'= — . 

La parallèle à ME', menée par E, 
coupe AM' au foyer F de la para- 
bole ; el la perpendiculaire sur 
AM, élevée au point 8 tel que 
8A = AF, est la directrice. 

-, ^ . AF AE ,, , 

En effet, on a —=7 = -^tf ; d où 

AE' AM 

ÂE'=AF.AM,ouBM2=4âF,AM. 
Puis, la tangente en A, étant 
parallèle à MM', est la bissectrice intérieure de Fangle 8AF. 




(^) Goxnp. M. DE LoNGCHAMPS. Essai sur la Géométrie de la règle et de 
'équerre. J. E., pp. 201-202. 
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3. Le paramètre (fig. 2). — Soit F' la projection de F sur AM. 
Le demi-paramètre de la parabole 

p = 8F' = SA -h AF' = AF(1 - cos 2a) = 2AF sin* a, 

a désignant Tangle AMB. Par suite 

_ BM^ sin« g _ (AM.BM. sin a)« _ ABC» 
^^" AM "" AM» ""AM»" ^' 

Remarque. — Les tangentes aux points B, G se rencontrent, 

sur AM, au point A' tel que A'M = 2AM; car si Ton a 

AD = AD' = AM (fig. 1), le point P conïcide avec G, et la droite 

CD' devient tangente en G. En posant S = raire A'BG = 4ABG, 

S* 
on déduit de M) p = tttt.^ 

A M' 

c'est un théorème de M. Artzt (Comp. M. de Long^hamps, /. £., 
1890, p. 149). 

4. Problôme. — Au triangle donné PBG, circonscrire une 
parabole, étant donnée la direction de Vaxe (fig. 1). 

La parallèle à la direction donnée, menée du milieu M 
de BG, rencontre les côtés PB,PG du triangle aux points D,D'. 
Soit A le milieu de DD'. La parabole ABG, construite de la 
manière indiquée dans le théorème \ , est la parabole cherchée. 

Soient : Q le point où la parallèle à Taxe, menée par P, ren- 
contre BG; S, R, B, G Taire, le rayon du cercle circonscrit et 
deux angles du triangle PBG; a Tangle compris entre BG et Taxe. 

De la relation (^j = 



on déduit 



d'oîi 



AN 
CM* AM 



MG^- QM^ PQ ' 
GM' BQ.QG 



AM PQ 

Donc, d'après (1), le paramètre de la parabole, 

BQ.QG sin* a 

^P= PQ 

Mais BQ sin a = BP sin (a + B), 

GQ sin a = GP sin (a - G) 
et, h étant la hauteur de PBG relative à BG, 

BP.GP = 2R.A = 2R.PQ sin a. 
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. Par suite, 

jo = R sin a. sin (a + B). sin (a — G). 
(Gomp. M. KoEVLLER^ Exercices de Géométrie, t. I, p. 44. 
On peut donner, du paramètre, une autre expression. Des 
ABG S 



relations ^^ __ ^^ 

on déduit, d'après (1) 

2p = 



AM = 



PQ.CM^ 
BQ.QG 



S« BQ.QG 



PQ« GM^ 



puis, si le point Q divise BG dans le rapport — » 



(m + ny 



PQ 



2mn 



P 



(3) 



5. Théorème. — Une transversale, parallèle à la direction 
donnée, rencontre les côtés d'un triangle ABG aux points A', B', G'. 

B'M GA' 



LepointM. de cette transversale tel que 



appartient à la 



MG' AB 

parabole circonscrite au triangle donné et ayant son axe parallèle à 

c la direction donnée 

(fig. 3). 

Soient a, p, y, i* les 
points correspon- 
dants à la transver- 
sale passant par le 
milieu a de BG ; le 
point |x est donc le 
milieu de Py J® dis 
que BM, GM rencon- 
trent Py ^^^ points 
p', y équidistants de 
fx. On a, en effet, 
£y_ ^ /m __ ■_aB 
MG' \MBy""A'B' 
et, en divisant ces proportions, on trouve pY = ^'y* 

Mais, les points p', / étant équidistants de (x, le point M 
appartient à la parabole GuiAB (Théor. Ij. 

Corollaire. — Les droites joignant un point A d'une para- 




B'M \GB7 "" Gà'' 
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bole arix extrémités d'une corde donnée BG interceptent, sur un 
diamètre quelconque MA', le segment B'C divisé parla courbe^ dans 
le rapport des segments déterminés, par ce diamètre, sur la 
corde BG (*). 

G.Théorème. — A, A' étant deux points d'une parabole, symé- 
triques par rapport à laxe, 
toute corde BG vue de l'un 
de ces points A, sous F angle 
droit, intercepte, sur le dia- 
mètre passant par l'autre 
point A', une longueur A'D 
égale auparamètre de lapara- 
bole (fig. 4). 

Soient B', G' les points 
oîi le diamètre A'D ren- 
contre les cordes AG, AB. 
D'après le théorème dé- 
montré (§ S, cor.), on a 

DA' GF _ GB'. B'A 
' B'A ~ 




A'G' 

d'oîi 

Si Ton pose 
on a 

Par suite 



Fig. 4. 

CB'.B'A 
A'B'.B'G'' 



DA' : 

A'G' 
BG' 



_ GB\ B'A A'G' 
A'B' ' B'G' 

(TFa = a, 
/AG'\» 

= (bv) =^^"^" 



DA' = 



CB'.B'A.sin'g 



expression du paramètre de la parabole A'AG, ayant A'B' 
pour un diamètre (§ 4), et celle-ci coïncide avec la parabole 
donnée. 

Corollaire. — Si Tangle droit BAG tourne autour de A, 
la corde BG passe par un point fixe D; lorsque AB devient 
tangente en A, BG coïncide avec l'autre côté AG de l'angle 



(*j M. Cil. Tatlor. An Introduction to the ancient and modem Geometry 
ofconics, 1881, p. 65, ex. 123. 
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droit, c'est-à-dire que BG devient la normale en A. On a ainsi 
démontré, pour la parabole, le théorème de Frégier: 

Si autour (Tun point fixe d'une conique, comme sommet, on fait 
tourner un angle droit, la corde variable, que ses côtés intercjsptent 
dans la conique, passe par un point fixe, situé sur la norm^ile au 
sommet de V angle. 

Corollaire. — Le lieu des points de Frégier, d*une parabole^ 
est une autre parabole égale à la première; car celle-ci étant 
transportée parallèlement à Taxe, à la distance 2p, le point A' 
vient en D. 

7. Problème. — Construire une parabole qui passe par 
quatre points donnés A, B, G, D (fig. 5). 

Pour que le point D appartienne à Tune des paraboles cir- 
conscrites au triangle ABG, il faut et il suffit que le diamètre 
de cette parabole, mené par D, rencontre les côtés de ABG aux 

B'D GA' 



points A', B', G', tels que 



DC " A'B 




Si le diamètre du point G rencontre AD, AB aux points 8, p, 

C8 /B'D\ G A.' 
on a — = ' 1 = • 

Sp VDG7 A'B' 
donc les droites SA', AB sont parallèles. Par suite, si la paral- 
lèle à AB, menée par D, rencontre BC en E, on a 
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JG /J8\ JA' 



- = (-) = 

! \JD/ 



JA' \JD/ Jui 
J étant rintersection des côtés AD, BC. 

De là, résulte la construction suivante : D'un sommet D du 
quadrilatère donné ABGD, on mène la parallèle DE à Tundes 
côtés, AB, de Tangle opposé B, jusqu'à la rencontre avec l'autre 
côté BC de l'angle. Sur ce côté, du point de son intersection 
J avec le côlé opposé, on prend les points A', A" tels que 
JA'« = JA"» = JC.IE (*). Les droites DA, DA" donnent la 
direction des axes des deux paraboles possibles, et le problème 
se réduit à celui qui a été déjà résolu (§ 4). 

Si l'un des quatre points donnés, D, par exemple, se trouve 
à l'intérieur du triangle ABC formé par les trois autres, le 

problème devient impossible, car alors les rapports r-p;; et ■— - 
sont de signes contraires. 

Corollaire. — Si deux paraboles P, F passent par trois 
points B, C, D, les points A', A" sont déterminés, ainsi que le 
milieu J de A'A''; et, par suite, le point E. Mais la parallèle à 
DE, menée par B, et la droite DJ, donnent le quatrième point 
commun A. Donc 

Deux paraboles ayant trois points communs en ont un quatrième, 
et ne peux^ent avoir plus de quatre points communs. 

8. Théorème. — 01, 01' étant deux tangentes à une para- 
bole P; AB, CD deux cordes quelconques parallèles à ces tangentes, 
Vaxe de l'autre parabole P', circonscrite au quadrilatère ABCD, 
est parallèle à la corde de contact IF; le diamètre de P, issu de 0, 
passe par le centre des moyennes distances de ABCD. 

Le diamètre de P, issu de 0, passe par le milieu Q de IF. 
Les droites 01, OF, OQ étant respectivement parallèles aux 
droites DE, DG, DA' (fig. 4), la conjuguée harmonique de OQ, 
par rapport à Fangle lOF, doit être parallèle à DA' (**)i, c'est- 

(*) Comp. M. Bergmans. Théorèmes sur la parabole. MaihesiSy 1886, 
p. 170. 

[**) Le faisceau D(EGA'A'') est harmonique, parce qu'-on a 

lA' = lA'' = VÏGTIE. 
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à-dire à Taxe de P'; mais cette conjuguée est aussi parallèle 

à ir. 

Les diamètres de P, issus des points I, F, passent respec- 
tivement par les milieux M, M' des cordes AB, CD : donc, le 
diamètre OQ, passant par Je milieu de II', passe par le milieu 
(x de MM'. 

Corollaires. — y® Les diamètres des deux paraboles circon- 
scrites à un quadrilatère ABCD, menés par son centre jx des moyen- 
nes distances, sont conjugués, c'est-à-dire que Tun passe par les 
milieux des cordes parallèles à l'autre. 

2° Si deux paraboles invariables se meuvent, chacune dans la 
direction de son axe, le centre des moyennes dis lances de leurs 
quatre points communs reste fixe, parce qu'alors les diamètres 
conjugués glissent sur eux-mêmes. 

9. Théorème. — Les axes des deux paraboles citxonscrites à 
un quadrilatère inscriptible ABCD sont parallèles au^ bissectrices 
de V angle compris entre les côtés opposés du quadrilatèrey et con- 
courent à son centre des moyennes distances. 

En supposant le quadrilatère ABCD (fig, 4) inscriptible, 
on a 

ïD(j = (abc) = Bec, 

ainsi, ID est tangente au cercle DEC et, par suite, 

ID = (/ÏClË) = lA' = lA*. 

Donc DA', DA' sont les bissectrices de l'angle ÊDC. 

Les diamètres conjugués des paraboles étant perpendicu- 
laires l'un sur l'autre, ce sont leurs axes respectifs. 

Inversement, l'angle A'DA' étant droit, on a 

ID := (lA') = v/ÏCTïË, 
d'où CDI = (DEC) = ABC. 

Ainsi, deux paraboles, dont les axes sont perpendiculaires, se 
coupent aux sommets d*un quadrilatère inscriptible. 

10. Théorème. — Un quadrilatère kV^GD étant inscriptible, 
la distance du centre du cercle circonscrit à Vaxe de Vune des deux 
paraboles circonscrites est égale au demi-paramètre de l'autre 
(fig. 6). 
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Soient M, M' les projections du centre O sur les côtés AB, 
CD du qu ad ri la- Vr 

tère : le milieu a /' »q 

de MM' est le cen- 
tre des moyennes ^ 
distances de 




ABGD, et les pa- 
rallèles aux bis- 
sectrices de Tan- ^*^- *• 
gle MOM', issues de :ji, sont les axes des paraboles P, R. Soit 
N le point où Taxe de P rencontre OM ; Q, R les projections 
ie Oy M sur .uX. Les segments QR, Nu ont le milieu commun 
projection du milieu m de OM (*). 

Par snite, Qa = RN. 

Soit M' l'extrémité du diamètre de P, passant par M. La 
corde AB étant parallèle à la tangente en M', les droites MX, 
MR sont respectivement parallèles à la normale et à l'ordonnée 
de M'. Il en résulte que la droite RN est égale à la sous-nor- 
male, c'est-à-dire au demi-paramètre de P; mais Qjx, égale à 
RN, représente la distance de à l'axe de P'. 

Corollaires. — /• Si les paraboles P, P' se meuvent^ chacune 
dans la direction de son axe, le centre O reste fixe. 

2® La parabole P et le centre restant fixes, la pontion de 
[i- (**) et le paramètre de V sont invariables, 

RÈGLE DES ANALOGIES DANS LE TRIANGLE 

TRANSFORMATION CONTINUE 

Par M. Eflûle Ijeaioime. 

(Suite^ Toîr p. 62.) 



Voici une application intéressante de ces remarques : 
M. Fuhrmann a publié (voir Mathesis, 1890, p. lOo et sui- 
vantes) un très important article sur la Géométrie du triangle^ 
intitulé : Sur un nouveau cercle associé à un triangle et qui 

(*) La droite ynn étant parallèle à 0M% le triangle {xmN est isocèle. 
(**) M. éCOcagne. Remarques sur La parabole. /. 'S. 1891, p. 97. 
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contient un grand nombre de résultats nouveaux. La trans- 
formation continue monire immédiatement qu'il y a trois autres 
cercles associés au triangle, qui jouissent de propriétés tout 
à fait analogues à celles du premier, propriétés déduites de 
ces dernières par transformatio7i continue. On voit qu'il y a 
entre ces quatre cercles un lien aussi intime que celui qui 
existe entre les quatre cercles touchant les côtés d'un triangle. 

Les propriétés signalées par M. Fuhrmann sont immédiate- 
ment rendues quatre fois plus nombreuses. 

Je ne ferai qu'indiquer ici ces trois nouveaux cercles, mais 
j'ajouterai que, à propos de chacun d'eux, le Mémoire de 
M. Fuhrmann pourrait se reproduire en entier. 

V est le point de Nagel du cercle inscrit o dont les coordon- 
nées normales sont : 

p — a p — b p — c 

— I — ' — z — ' — ~ — 5 

abc 

Va est le point de Nagel du cercle ex-inscrit Oa dont les coor- 
données normales sont : 

p p — c P — ^ , 



— -9 7 9 

a c 



Vft, Vc, elc, H l'orthocentre. 

Le cercle de Fuhrmann étant le cercle décrit sur Hv comme 
diamètre, les nouveaux cercles, que je signale, sont les trois 
cercles décrits sur Hv^, Hvb, Hvc comme diamètres; on les 
déduit respectivement du premier par transformation continue 
en A, en B, en G. 

On. peut observer, en s'occupant de celte question, qu'il y a 
à diviser les éléments remarquables du triangle en deux 
catégories : 

1° Celle oii les éléments se reproduisent par transformation 
continua, par exemple : le barycentre, le centre du cercle 
inscrit, l'orthocentre, les points de Brocard, le point de 
Lemx)ine, la droite de Lemoine, le cercle de Brocard^ etc.; 

2° Celle où ils donnent d'autres éléments, par exemple : le 
centre du cercle inscrit, le point de Nagel, l'axe antiorthique 
(droite qui joint les pieds des bissectrices extérieures), le 
cercle de Fuhrmann, etc. 
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L'équalioa du cercle de Fuhrmann en coordonnées bary- 
centriques est : 

4Rr.^o.^a cos A — 2ida*Pf = 0, 

ou 2a6c^a* cos A — 2ày^[a^ + (b — c)\b + c)\ = 0. 
Celle du cercle décrit sur Hva comme diamètre sera donc : 

4Rra(o + 6 H- y) (— a cos A 4- p cos B + Y cos G + j^a^py = 0. 

Le triangle qui a pour sommets : le point de Lemoine K, le 
point de Gergonne X du cercle inscrit et le point de Nagel v du 
cénacle inscrit y a pour aire : 

(b - c)(a - b)(a - c) 

Tl ' 

ainsi que celui qui a pour sommets le centre du cercle inscrit o et 
les points X et v. 

On déduit de là, que : 

La droite qui joint le point de Lkmoine K au centre o du cercle 
inscrit et la droite qui joint le point de Gergonne X au point 
de Nagel v sont parallèles. 

En transformant continuement en A, on peut dire que ; 

L'aire du triangle qui a pour sommets le point de Lemoiî^e K, le 
point de Gergo.nnb Xa du cercle ex-inscrit Oa et le point de Nagel 
Va du même cercle cx-inscrit est égale à 

(b -- c)(a -4- b)(a 4- c) 

28a 
Vaire du triangle OaXaVa, est égale à la précéiente ; en d'autres 
termes : 
*La droite Koa est parallèle à la droite Aa'^a* (A suivre.) 

NOTE D'ALGÈBRE 

Par M. %'aatré, professeur au SémiDaire d'Aulrey. 



Théorème. — Etant données n quantités a^,... a,» et vl 
autres quantités a^ , . . . a„, si Sa^ = o on a 

(A) ai(I]iaf + Siaja,) -4- . . . + a„(S.,aî 4- Snaïaï^l 

=: I]xi[aiSiai 4-. . . -H an2„ai], 



94 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

le signe S* s' étendant, d'une manière génét^ale, aux (n — i) 
variables distinctes de aj^. 

En effet, la somme Sa^ étant nulle, il est permis d'ajouter 
au premier membre de (A) le produit Sa^Sa^a,, ce qui peut se 
faire en introduisant dans chacune des parenthèses la somme 

La parenthèse de rang k devient ainsi 

ou (S*aj)« + ŒfcSfca, , 

ou enfin J^a^Jlk^i • 

En transformant ainsi chacune des parenthèses du premier 
membre de (A), cette identité se trouve démontrée. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Bernés : 

« A propos de la question 409 dont vous avez publié la 
solution en janvier, on peut observer qu'une solution notable- 
ment plus simple résulte de ce que les isocycliques de deux 
points cherchés sont symétriques relativement à BG. » 

; ' '",7 

EXERCICES DIVERS 

Par M. Au§^. Boutin. 

{Suite y voir p, 69.) 



214. — Triangles podaires successifs (*). 

Soient AoBoG© le triangle de référence, M un point quelconque; a, p, 
Yî «n ^1» Ti» les angles MAoC,, MBoA^, MCoBo, MAoB,, MB^Co, MCoA^, 
AiB^Gj le triangle podaire de M par rapport à AqBoGo, A^BsCs le triangle 
podaire de M par rapport à AiB^Gi, A3B3G3, le triangle podaire de M 
par rapport à AaBjGa, etc. 

(*) A propos des exercices 214, 215, 216, voyez la lettre de M. Bernes 
(Journal, 1891, p. 109). Les résultats signalés ici par M. Boutin nous ont 
été communiqués, par lui, antérieurement à la lettre citée. Les exercices 
206 à 213 sont publiés dans lé numéro d'avril du JourncUde Mathématiques 
spéciales. G. L. 
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On Térifie aisément que les triangles podaires successifs ainsi obtenus 
sont semblables de trois en trois, ainsi ÂmBmCm, Am-f-sBm-i-sGm+d sont 
semblables. 

L'angle de B3G3 et BG est 90» — (a + p + y). Si M est un point remar- 
quable de AoB.Go, il est également un point remarquable de ses triangles 
podaires successifs, et la série de ces points se reproduit périodiquement : 
Exemple : Û,Û,Û,Û,... 

û', û^ û', û', ... 
H, 1. 0, H, ... 

VJ y ■ ] XL y ^ > • • • 

V , . , Vj, V , ... 

La série n'a que trois termes qui reviennent dans le même ordre. 
AoB^Cq peut-ôtre lui-même considéré comme podaire de M, par rapport 
au triangle A_4B_jG_| , etc. 

Le côté a, de AgBjGs est donné par la formule : 

Oj = a sin a sin p sin y = a sin a, sin Pi sin y^ 

215. — Le deuxième triangle podaire d'un point M est sem- 
blable au premier triangle podaire de Vinverse de M. Si M est un 
point remarquable P, par rapport à son seœnd triangle podaire. 
M, est, par rapport à son premier triangle podaire^ l'inverse P, 
de F. 

216. — 

La propriété indiquée plus haut (n* 214) peut être généralisée : soit P 
un polygone de n côtés, M un point de son plan, les projections de M sur 
les côtés de P sont les sommets d*un polygone Pi podaire de M ; les pro- 
jections de M sur les côtés du polygone P^ sont les sommets d'un poly- 
gone P,, deuxième podaire de M, etci. 

On pourra démontrer que : 

P«, n*™® podaire de M, est semblable à P. 

217. — Quand un point décrit une droite, le milieu de la dis- 
tance de ses brocardiens décrit une conique circonscrite au triangle 
qui a pour sommets les milieux des côtés de ABC. 

Si le même point décrit une coniquxi circonscrite à ABC, le milieu 
de la dislance de ses brocardiens décrit une droite. 

Soit Aa -H Bp + Cy = o, 

l'équation de la droite décrite par le point M(a, p, y). Le milieu de la 

distance de ses brocardiens a pour coordonnées 

I I 

oc, — - -h - ... 
P Y 

d'où - :ri p, -h Yl — «i 

a 
et Ton a, pour le lieu décrit par (a,, Pi, yi), l'équation 

A 

= 0. 



2 



Pi+Ti-^ai 
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T » • ABC 

Inversement, si - + - H — = o, 

a P T 

représente la droite décrite par le point M ; le milieu P de la distance 
des brocardiens de M décrit la droite dont l'équation est 

Sa(BH-G — A) = o. 

Applications. — .Si M décrit la droUe de Longghamps, le lieu de V est la 
circonférence des neuf points. 

Si M décrit la circonférence cii^conscritej P décrit Vaxe orthique. 

Si M décrit l'hyperbole de Kiepert, P décrit la droite KG. 

Si M décrit l'hyperbole équilatère passant par K, P décrit le diamètre de 
Brocard, OK. 

218. — Soit AjBiGi le triangle pédal de M, A,BjG, le triangle 
qui a pour sommets les milieux des côtés du précédent. Les droites 
AAj , BBjj, ce,, concourent en P, milieu de la dislance des brocar- 
diens de M. 

Si Xiy yi,2i, ai, ^,, Y, sont les coordonnées normales et barycen- 
triques de M, on a aisément, pour A a : 

2S2/i 28^1 

axi + byi axi + cjj, 

d'où, pour l'équation de AÀ,, 

y _ yt[axi H- cgi) 

z ~ Zi{aXi 4- &t/,) 

P Pi(«i + Ti) 

ou - = — ; r-T' 

T ï,(ai + Pi) 
et deux équations analogues pour BB^, CCg, ce qui montre que ces 
droites concourent au point 

ai(PiH-Ti) Pi(ai-rYi) Yi(a, 4- p.) 
Il en résulte que les lieux géométriques de l'exercice 217, s'appliquent 
aux points M et P du présent exercice. .^ suivre J 



Nota, — Nous publierons dans le prochain numéro la suite de Tarticle 
de M. Bénézech (Note de Géométrie et de Mécanique), 



Erratum. — Page 65, ligne 9 ; changer le signe des quantités ra, rb rc. 



Le Direcleur-gérani, 

G. DE LONGGHAMPS. 



lUPRUiEItlR CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — lUPRiaiRRIE CIHIX. 
RUE BEROBRE, 20, TARIS. — 630^-3-02. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernés» 

{Suite , voir page 73.) 



XXII j'ua/er, — généralisation. Propriétés des points complé- 
mentaires RELATIVEMENT A UN POINT DONNÉ. 

1® La transformation des propriétés des points isogonaux en 
propriétés relatives aux points isoptiques, c'est-à-dire dont 
les coordonnées angulaires ont des sommes nulles, peut 
être étendue aux points complémentaires relativement à un 
point donnée c'est-à-dire dont les coordonnées angulaires ont 
pour sommes les coordonnées angulaires d'un point donné. 
Le théorème préliminaire à invoquer est celui qui termine 
le § X, dont le théorème préliminaire relatif aux points isop- 
tiques n'est qu'un cas particulier. Il convient de l'énoncer 
ainsi : 

Théorème préliminaire. — Lorsque deux points M, M 
sont complémentaires relativement à un point donné W, leurs trans- 
formés m, m' sont isogonaux relativement au triangle VBC, dans 
lequel V €st Visocyclique du conjugué de W. 

Voici des exemples de cette transformation. 

3^ Théorème. — v étant l'isogonal du conjugué d*un point 
donnéW; At, At' des tangentes auxcercles vAB, vAG ; Ax, Ax' deux 
antiparallèles relativement à Vangle tAt', et y, y' ^^wx circonfé- 
rences passant par k et y et tangentes^ l'une à Ax, Vautre à Ax' ; 
1^ si, sur Y, on prend deux points M, N, les points M', N' qui en 
sont respectivement tes complémentaires relativement à W sont 
sur y'; 2^ les circonférences AMN', ANM' se coupent sur la cir- 
conférence ABC, et les circonférences vMN' vNM' sur la circofi- 
férence vBC ; 3^ chacun des points M',N' est défini, sur y', par la 

relation 

EM.E^M^ _ EN.E'N^ __ Et;.FD' 

AM.AM' ■" AN. AN' "" Av. AD' ' 
où E, E', D et les signes des rapports sont définis, comme plus haut 
(8®), V remplaçant H; 4"* les intersections P, Q, R, P', Q', R' des 
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trois circonférences ABC, vAB, vAG, par trois circonférences res- 
pectivement orthogonales menées par k et W et par trois circonfé- 
rences orthogonales menées par A et M, sont sur une même circon- 
férence. 

En effet, v a pour transformé V, isocyclique du conjugué 
de W; les circonférences i?AB, vACl ont pour transformées les 
droites VB, VG; les circonférences y, y' ont pour transfor- 
mées deux droites menées par V et antip3rallèle8 relativement 
à Tangle BVG; m, n transformés de M, N sont sur Tune; 
donc m' n' transformés de M', N' et isogonaux de m, n rela- 
tivement à VBG sont sur l'autre, et par suite M', N' sont 
sur y'. — En cuire, de ce que mn' nm' se croisent sur BG, il 
suit que les circonférences AMN', ANM' se rencontrent sur 
la circonférence ABC, et de ce que les circonférences Ymn', 
Vnm' se coupent sur la circonférence VBG, il suit que les 
circonférences vMN' vNM' se coupent sur la circonférence 
vBG. — La relation s'établit comme plus haut (8®). — El, de 
même, le théorème sur P, Q, R, P', Q', R' comme 7®. 

Le point W sera dit le point fondamental ou la base du sys- 
tème des points complémentaires. Et le point v, qui est Tiso- 
gonal du conjugué de W, sera le point directeur du système. 

Remarque 4. — Si les coordonnées angulaires de la base W 
Bont >, (JL, V, celles du point direcleur v sont X — A, p. — B, 
V — G. Les angles de VBG sont 2A — X, 2B — (jl, 2G — v. 
— Quand le système des points complémentaires se réduit à un 
système de points isopliques, W est à l'infini et v en H. Quand 
il se réduit à un système de points isogonaux, W est un point 
arbitraire de la circonférence ABG et v est à l'infini. Et s'il se 
réduit à un système de points conjugués, West en 0, et v est 
un point arbitraire de la circonférence ABG. 

Remarque 2. — Les circonférences y, y' de 2®, qui dans le 
cas des points isoptiques sont symétriques relativement à Av, 
le seront aussi toutes les fois que les angles vBA, vCA seront 
égaux et de signes contraires, ou, ce qui revient au même, 
lorsque Tisogonal v' de v, et par suite aussi W, est situé sur la 
perpendiculaire OD au milieu D de BG. Le lieu du point v est 
alors l'hyperbole équilatère circonscrite au parallélogramme 
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ÂBGA|y oîi Al est le symétrique de A relativement à D. Quand 
on suppose v en Aj, W est en D. 

3^ Problème. — Sur deux circonférences données y, y y définies 
comme dans 2®, déterminer un couple de points complémentaires M, 
M', tels que la circonférence ÈiMW ou la circonférence yMM! passe 
par un point donné P. 

Solution identique à celle du 6® dans le § XXII ter. 

4® Lorsque M est en v, son complémentaire est un point arbi- 
traire du cercle ABC. Lorsque M eut en A, son complémentaire 
est un point arbitraire du cercle vBC. Même propriété pour B 
et G. 

Se voit comme dans le 1® du § XXII ter. 

Propriétés des quatre points (o, coa, (o», (OcQui sont leurs propres 

COMPLÉMENTAIRES. 

5^ La moitié de chacune des coordonnées angulaires X, (a, v 
du poiDt W est susceptible de deux déterminations, qui dif- 

it / A li. V \ 

feront de - • Soit (->->-] un groupe de déterminations 

ayant une somme nulle; il y aura trois autres groupes dans 
le même cas ; savoir : 

(XuL TtV 7r\/X TCULV itx 

-I -+-» --h-> - + -> -» -+-)> 
22 22 1 I \1 222 2/ 

/X 7t UL TT V\ 

(- 4- -, t- + -, -). 

\2 2 2 2 2/ 

Ces quatre groupes définissent quatre points distincts dont 
chacun est son propre complémentaire. Ces quatre points 
peuvent s'obtenir comme isocycliques des centres des quatre 
cercles tangents aux trois côtés du triangle W^BC ou Wj est 
risocyclique de W. D'après le théorème préliminaire, ils sont 
aussi les transformés des centres des quatre cercles tangents 
aux côtés de VBC. Si Ij est le centre du cercle inscrit à VBC, 
et Iv, Ib, le les centres des cercles ex-inscrits respectivement 
situés dans les angles V, B, G du triangle YBG, nous -dési- 
gnons par (0 le transformé de I^, par Wa celui de I^, par <i)6 celui 
de le, et par o>c celui de Ib. Les raisons de cette notation seront 
indiquées plus loin. Les points qui sont leurs ^propres com- 



J J 
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plémentaires seront donc u), (Oa, a)b, (Oe. On peut aussi les appe- 
ler les points doubles du système W. 

Une première propriété très remarquable de ces points, et 
qui comprend le théorème principal relatif aux points isop- 
tiques est la suivante. 

Propriété principale. — M, M' étant un couple quelconque 
de points complémentaires relativement à un point donné W, le 
lieu du point harmoniquevaent opposé à Vun des quatre points 
doubles (I), tûa^ (Ob, (De relativement à MM', est la circonférence qui 
passe par les trois autres. 

C'est la transformation évidente du théorème 4^ du § XXII 
ôw, appliqué au triangle VBG. 

Remarquer le cas particulier ou Ton prend pour couple de 
points complémentaires BG, ou GA, ou AB (voir plus loin 12®). 

Application aux points isoptiques. — X, (jt, v sont alors nuls, 
Tun des quatre points (o est à Tinfini, et les trois autres sont 
Ha, Hb, Hc. Le point harmoniquement opposé à un point à 
l'infini relativement à MM' est le milieu de MM', et le théo- 
rème : le lieu des centres de tout couple isoptique est le cercle des 
neuf points, n'est qu'un cas particulier de la propriété précé- 
dente. Mais il ne faut pas oublier que ce cas particulier est à 
l'origine de la démonstration. Ce théorème sur les points 
isoptiques se complète par cet autre, non moins général, et qui 
découle de la même propriété. 

Théorème sur les points isoptiques. -Le lieu du point 
harmoniquement opposé à Vun quelconque des trois points Ha, H^, 
He relativement à tout couple isoptique est la droite qui joint les 
deux autres. 

L'application de la même propriété au cas des points isogo- 
naux, reproduit le théorème 4°, sur lequel elle est fondée. 

Application aux points conjugués. — Gomme alors X, ja, v sont 
égaux à 2A, 2B, 2G, l'un des points w, par exemple le point 

(-»->-)» est un point quelconque de la circonférence ABC, 

\2 2 2/ 

et les trois autres sont A, B ,G, c'est-à-dire encore des points 
de la circonférence ABC. De là ce théorème, facile â vérifier 
directement : 
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Théorème sur les points conjugués. —Z^e lieu du poin i 
harmoniquement opposé à Vun quelconque des points du cercle 
ABC, relativement d la droite MM' qui joint deux points conjugués 
quelconques est le cercle ABC. /^ suivre) 



SUR LES TRANSFORMEES DES SECTIONS PLANES 

DU CONE DE RÉVOLUTION 
Par M. Rodolphe Ctuimaraes, officier du Génie, à Lisbonne. 



M. Amiot, dans ses Leçons nouvelles de Géométrie descriptive (*) , 
donne, sans démonstration, la formule 

(1) p = ^ , (**) 

^ ^ ^ cos (a + S) sin B . / (o \ ^ ^ 

I — 2 ^ : — Î-. Sin« : — -) 

sin a \2 sin pj 

pour réqualion polaire de la transformée d'une section plane 
quelconque, faite dans un cône de révolution. 

Dans cette expression, d représente la distance SD, a l'angle 
SGB, p le demi-angle du cône et (p, (o) les coordonnées cou- 
rantes. 

M. Amiot dit que cette expression donne les transformées 
des trois sections coniques. Lorsqu'on suppose a = o ou a = ir, 
hypothèse qui correspond à une section parabolique, on trouve 

= 0, 

résultat absurde. Si Ton fait d'ailleurs a = tc — 2p, il vient 

d 

P = — 



\2 Si; 



(O 

cos'^ ' 



iin P/ 
ce qui est faux. 

On voit donc que la formule (1) n'est pas exacte. Nous allons 

(•) Page 160, 1853. 

(••) Celte équation, ou plutôt celle-ci : 

P 

P = 



I — e cos mo) 

est démontrée dans V Application de V Algèbre à la Géométrie (1848, cours 
du lycée Charlemagne, par M. Catalan). 
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rectifier cette formule en utilisant une proposition indiquée 
par M. E. Lebon dans son Traité de Géométrie descriptive (*). 
En effet, si 

Pi = fM 

est réquation (en coordonnées polaires) de la projection hori- 
zontale d'une courbe située sur un cône de révolulion, à axe 
vertical, 



p8mp = /-(-^) 
^ \sin 6/ 



représente la transformée d'une section plane. Si la section 
est une ellipse, l'équation de la conique (projection horizon- 
tale de cette ellipse) est 

. P 

p _ . 

I -*- e cos (Oj 
Par suite, celle de la transformée est 

P 



p sin p = 



I H- e cos 



Vsin 8/ 



Si l'on transforme cette expression, on obtient, en observant 

a^ — c^ 
que p = - 



B 




a 



(2) p= 



sin^ 



_ 2 -L- sia' f-^hs) 
a -h c \2 sin p/ 



j etc. 



D'ailleurs, on a 
Di "s; (f ■ ■ Ca D^Si = DA - Sfii = a - c = rf sin p, 
G^Si = Cfii - S fi, = a + c = se sin p, 
d sin p sin (a 4- 2p) 



d'où 



sin a 
__ d sin* p cos (a -4- p) 
sin a 



En remplaçant dans (2) cette valeur de c, on obtient la 
formule 



(*)Vol. II, pagel33. 
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p= ^ ^ . „/,^„ (3) 



cos (a + S) . sin s . , 

I — 2 J — ■ — - — rr-^ Sin* 



sin (a 4- 2p) \2 sin p/ 

c'est la formule (1), rectifiée. 

Si a — 6 ou TT, la section est parabolique, et cette expression 
devient ^ 

P = 



cos 



CD 

'A 



i) 



2 sm ji> 

Si dans (3j on suppose a = x — 2p, on obtient 

P = 0, 
résultat manifeste, parce que le plan de la section est tangent 
le long de SB et passe par le sommet S. 



RÈGLE DES ANALOGIES DANS LE TRIANGLE 

TRANSFORMATION CONTINUE 

Par M. Emile I^einoine. 

(Suite, voir p. 91.) 



Nous nous sommes aperçu, il y a quelque temps, que le 
principe de la tram formation continue, en A., était implicitement 
contenu dans un travail de notre regretté ami E. Lucas ; mais 
l'article, très remarquable (voir N.C.M.f 1876, p. 384, et 1877, 
p. 1 : Sur remploiy dans la géométrie, d'un nouveau principe des 
signes), n'a pas attiré suffisamment l'attention des géomètres, 
parce, qu'il était un peu abstrait; qu'il y était question de 
prendre pour angles d'un triangle les suppléments de ceux 
qui sont généralement adoptés ; de considérer chaque triangle 
comme formé de quatre triangles distincts : un triangle fermé 
et trois ouverts, et enfin, parce que les considérations aussi 
générales sur les signes sont presque toujours un peu difficiles 
à suivre, même pour les géomètres, aussi habiles que Lucas, 
qui, par diveis travaux, a élucidé des questions délicates sur 
ces sujets (signes en général dans les directions du plan et 
de l'espace, etc.). La question est certainement délicate, dis- 
je, car, dans le cas qui nous occupe, la transformation qui 
résulterait des définitions de Lucas reviendrait à changer, dans 
une formule du triangle, A, B, G en A , B — tt, G — tc ; or, si cette 
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transformation ne montre pas son inexactitude au premier 
abord, parce qu'elle donne des résultats vrais dans beaucoup 
de formules, il est facile de voir, en l'appliquant à des cas 
particuliers, qu'elle n'est pas permise; il suffira d'en citer un 
exemple que m'a indiqué M. Poulain, 
Dans tout triangle, on a : 

ABC 

sm A = 4 cos — cos — cos - » 



1 



2 2 2 

A . B . C 



et > cos A = 4 sm — sin — sm h 1. 

^^ 2 2 2 

Si l'on y remplace A, B, G respectivement par A, ic — B, 
TT — G, on a un résultat inexact. 

L'importance du travail de LiLcas n'a certainement pas 
échappé à M. Neuberg ; car, sans entrer dans le fond de la 
question, ce géomètre s'en est occupé (Mathesis, 1883, p. 167) 
à propos de formules exprimant l*aire d'un triangle, for- 
mules énoncées par M. Main, et a précisé davantage. 

De même que par la transformation continue, les points remar- 
quables du plan du triangle se divisent en points invariables 
elen points groupés par quatre, les formules et les théorèmes 
peuvent se divisr de pareille façon; ainsi ce théorème : 

Le cercle qui passe par les milieux des côtés, passe par les points 
des hauteurs, ne donne rien par transformation continue, tandis 
que celui-ci : 

Les pieds des trois bissectrices extérieures d'un triangle sont en 
ligne droite, donne trois autres théorèmes, résumés par 
l'énoncé : Les pieds de deux bissectrices intérieures et celui de la 
bissectrice extérieure, correspondant au troisième sommet sont en 
ligne droite. 

La formule — = 1 1 , 

r ra rb Te 

ne donne rien de nouveau. 

La formule ara + br^ 4- crc = 2p(2R — r), 
donne la formule ar+6rc4-cr5=2(jo— a)(2R+ra); 
et deux autres, analogues à celle-ci. 

La distance d du centre du cercle inscrit au centre du cercle 
circonscrit étant donnée par 

rf« = R(2R - r); 
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celle da du centre du cercle ex-iascrit Oa au centre du cercle 
circonscrit sera donnée par 

dl = R(2R -+- Va), etc., etc. 

On aperçoit facilement la fécondité de la méthode ; nous 
remarquons qu'elle trouve à s'appliquer dans presque tous 
les numéros de ce journal, pour multiplier les formules ou les 
théorèmes donnés par les auteurs. Ainsi dans le /. E, à la 
page 40, les trois identités considérées dansJa question 377 
donnent chacune trois autres identités, et les formules qui se 
trouvent dans le développement de la Noie sont susceptibles 
d'en donner d'autres par transformation continue, comme on le 
verra dans l'article, cité plus haut, qui paraît{*) dans le journal 
MathesiSy article oli ces formules se trouvent pour la plupart. 

La Question 400 de M. G. de Longchamps (Voyez Journal^ 
p. 4S) : Démontrer que : 

- ^a«(b - c)«(ab + ac - 2bc)S 

est un carré parfait, se transforme en celle-ci : Démontrer que : 

- [a*{b — c)*(ab + ac -h 2bc)« + b*(c -\- a)^(bc — ba -+- 2bc)* 

+ c»(b -h a)»(bc — ac -h 2ab)*], 
est un carré parfait et en deux autres. 

La démonstration de M. Sollertinsky montrant que le carré 
considéré dans la formule qu'il veut établir est ; 

- [a\b - c)* -h b\c - a)« h- c*(a - b)]\ 
4 

la transfoimation continue donne, pour la seconde, 

- [a*(6 - cy + bHc -+- a)* + c\b + a)«]«, etc. (**) 
4 

Ces formules dérivées, de la Question 400, sont, du reste, évi- 
dentes, sang que l'on emploie la transformation continue; car 
l'identité s'applique à toutes les valeurs de a, 6, c, quantités 
quelconques. Mais il n'en est pas de même pour celles qui 

(*) Voyez loc cit. numéro de mars. 

(**) On trouve aussi, comme Ta observé M. Boutin dans la solution quMl 
nous a adressée, que l^exprcssion proposée est le carré parfait de 

2d ac{a — 6)(a— c). G. L. 

JOURNAL DB MATH. SLÉH. — 189^ 5. 
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sont dérivées de la Question 377, car elles contiennent, avec 
les côtés a, b, c, d'autres éléments du triangle. 

D'une façon générale, on peut dire que Ton établit, sans 
recherches, par la transformation continue, des formules dis- 
symétriques qu'il eût été difficile de prévoir et qu'on eut eu 
quelque peine à démontrer autrement. Nous nous sommes 
occupé au Congrès de Lyon, de l'Association française en 1873, 
d*un point 0,, tel que, si, par ce point, on mène des paral- 
lèles aux trois côtés de ABC ces lignes déterminent par 
leurs intersections avec les côtés un hexagone circonscrit au 
cercle inscrit du triangle ABC ; ce point apparaît assez souvent 
dans la Géométrie du triangle; il a pour coordonnées normales 

2a — o 26 — p 2C — p ran + Varc — nrc 

£ , — — -L , , ou , etc. 

a o c a 

Il nous a fallu des tâtonnements et quelques calculs assez 

longs pour trouver les points ©^a, ®ib, ©ic qui jouissent, par 

rapport respectivement aux cercles ex-inscrits o^, o^^ Oc, de la 

même propriété que le point ©i, par rapport au cercle inscrit, 

La transformation continue les donne immédiatement. 

©la a pour coordonnées normales 

3a + b -\- c a -h 3b — c a — 6 + 3c 

9 ;; , 



ou 



abc 

r{rb + Te) + nvc r{rc — rt) — riTc rin — Vc) — nrt 



abc 
etc., eic. 

Le principe sur lequel nous nous sommes appuyé pour 
démontrer la légitimité de la transformation continue peut 
servir à trouver vlvlq inp^nité d'autres transformations; ainsi, 
si Ton remplace dans r(A, B, G) = 0, A, B, C respective- 
ment par A — ir, B + 71, C; cela correspondra à une trans- 
formation où 

o^, b, c, p, (p - a), (p - 6), (p - c), R, S, r, ra, n, Vc, etc., 
devront être remplacés respectivement; 
a, 6, -c, (p-c), -(p-b), -(p-a),p, -R,S,ra,n,ra,r, etc., 
maisnousn'en avons pas trouvé qui ait l'importance de la 
transformation continue. Nous montrerons ultérieurement que 
la transformationcontinue s'applique au tétraèdre. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 107 

NOTE DE GÉOMÉTRIE ET DE MÉGANIQUE 

Par M. Louis Bénézech* 

(Suite, voir p. 58.) 



Applications. — Théorème VIII. — La somme des 
distances algébriques d'un point quelconque du plan d'un 
polygone régulier, aux droites qui joignent le centre aux 
sommets, est nulle. 

Ce théorème résulte du corollaire du théorème II et de la 
formule (S). 

Théorème IX. — Les distances algébriques x^, x^, x^ 
d'un point quelconque du plan d'un triangle ABC, aux droites 
qui joignent le centre du cercle circonscrit aux sommets, 
vérifient la relation Xi . sin 2A -t- a;, . sin 3B + Xj . sin 2C! = o. 

Car les segments : OA. sin 2 A, OB. sin 2B, OC. sin 2G se 
font équilibre. 

Théorème X. — Les distances algébriques Xy, x^, x^ 
d'un point quelconque du plan d'un triangle ABC, aux droites 
qui joignent le centre de gravité aux sommets, vérifient la 
relation niaX^ + 7nijXi + nicX^ = 0, Wa , m^, nie désignant les 
longueurs des médianes. 

Théorème XI. — Les distances algébriques œ^,x^,x^ 
d'un point quelconque du plan d'un triangle ABC, aux droites 
qui joignent le point de Lemoine aux sommets, vérifient la 
relation amaX^ -\- nibX^ + cmcX^ = o. 

Théorème XII. — Étant donné un polygone régulier 
AjÀj. . . An, le lieu géométrique des points tels que leurs dis- 
tances algébriques aux droites qui joignent le contre du 
polygone, aux sommets AiAa...An-i, vérifient la relation du 

premier degré 

aî| 4- ... -»- oJn-i = K, 

est une parallèle à OAn menée à la distance a?n = — K. 

IV. Théorème XIII. — Lorsqu'une sphère quelconque 
passant par un point M coupe n segments de droites MA^ , 
MAj . . . MAn et leur résultante géométrique MR en des 
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points Al , A2 . . . Al, , R', on a la relation 

2mAi.MA; = MR.MR'. 
En effet, écrivons que la projection de la résultante, sur le 
diamètre du point M, est égale à la somme des projections des 
composantes, il vient 

^MA^ = MR; 

ou bien, en observant que, d'une manière générale, 

MA' 
MA, = MAk. ' (p désignant le rayon de la sphère considérée) : 

SmA^.MA; = MR.MR'; 
Remarque, — Si les segments considérés se font équilibre, 

on a: ^dMA^.MA; = o. 

Corollaire. — Lorsqu'un plan rencontre n segments de 
droites MAj, MA^ . . . MAn et leur résultante géométrique MR, 
en des points A'^, Ag, . . • A^, R", on a : 

^MAt _ MR 

iliMÂ;'"' Mît* 

Car, si A^, Ag . . . A'„, R' sont les points qîi la sphère, trans- 
formée par inversion du plan par rapport au pôle P et avec la 
puissance [a, coupe respectivement MAi,MAj, . . . MAn, MR, 
on a, d'après le théorème précédent 

2mAi.MA; = MR.MR'; " 

d'où, à cause des égalités 

ma;. MA'; = . . . = ma;. ma;; = mr'.mr" = i^ : 

2MA1 _ MR 
MA; ■" MÎT* 

Remarque. — Si les segments considérés se font équilibre, 
la relation devient 



1 



MA, _ 

ma;' ~ °' 



Applications. — Théorème XIV. — Lorsqu'une sphère 
quelconque, passant par un point M, coupe n segments de 
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droites MA.i, . . . MA» en des points AJ, . . . A'„, on a la relation 

2aiMA4.MA;=: (2ai) MO. MO', 

O étant le centre des distances proportionnnelles du système 
(Aj, a,) ... (A„, a„), et 0' le point où MO perce la sphère. 

Car ^^a^ )M0 est la résultante des segments 

a^MAi a„.MA„. 

Corollaire. — Étant donnés cinq points Aj, Aj, Aj, A4, M 
sur une sphère, si a^, a^^, ag, a^ désignent les coordonnées 
barycentriques absolues d'un point O, par rapport au tétraèdre 
AiAjAjA^, on a : 

OL.MA,^ + a,.MÂ;^ -h aj.MÏ;^ 4- a^.MÂ^^ = V.MO.MO'; 
G' désignant le point ou MO perce la sphère. 

Remarque. — Lorsque le point est également sur la 
sphère, cette formule devient 

2ào^,.MÂ,^ = V.MÔ- (*). 
Si, dans cette hypothèse, on suppose de plus que le point M 
coïncide successivement avec A^ et 0, on obtient les deux 
relations : 

2da^.0A^^ = G. 

Théorème XV. — Lorsqu'un plan quelconque rencontre 



(*) Cette égalité a lieu, même si le point M n'est pas situé sur la sphère. 
En effet, d'après une formule fondamentale, on a 

Sflj.MÂ;* = 2a,. OÂ;* h- V.MÔ*. 
Or, étant sur la sphère 

2aiajdu = V2rfa,.0Ai* = o, 

on a donc bien 2ai.MÂ7'* = V.MO*. 

Cette relation peut être considcrée comme une généralisation de ce 
théorème de M. Luchterhant {Journal de Crelle, t. XXIII) : Dans tout 
quadrilatère inscriptible, si on multiplie Taire du triangle formé par trois 
des sommets, par le carré de la distance du quatrième sommet à un point 
quelconque du plan, la somme des produits relatifs aux deux triangles 
séparés par une diagonale, est égale à la somme des produits relatifs aux 
deux triangles séparés par l'autre diagonale. 
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n segments de droites MÀ^; MA, . . . MÂ„ en des points Ai, 
A2, ... An, on a la relation : 

ai.MAi aj.MAj a^i.MAn _ (a, 4- aa-4- . . . + an)MO 

ma; "*" MA2 "*" "* "^ ma; "" Mô^ ' 

étant le centre des distances proportionnelles du système 
(Aj, ttj) ... (An, an), et 0' le point oÀi MO perce le plan. 

(A suivre.) 



TRANSFORMATION DES FORMULES DES TRIANGLES 

Par M. A. Poulain, à Angers. 



1. — M. Lemoine a indiqué récemment une méthode très 
simple pour déduire, les unes des autres, un grand nombre de 
formules des triangles {Congrès de Marseille, 1891; Mathesis, 
mars 1892; J.^., p. 62). Il Ta appelée la transformation continue. 
Elle s'appuie sur cette proposition que toute relation générale 
subsiste si Ton remplace A, B, G par — A, tc — B, tt — G et 
a, 6, c par a, — 6, — c. Les éléments secondaires, tels que 
R, S, hay r, ray n, rc, deviennent — R, — S, — *«, Ta, r, — 7'c, 
— r^. On le prouve, en les regardant comme définis au moyen 
des éléments fondamentaux par les formules 

^ a r^ ab sin C S S 

2R = — : r- > S = > r — -> ra^ 



sin A 2 p p — a 

De même p^p — a, p — b, p — c deviennent — (p — a), 
-PyP-c.p-b. 

2. — L'Auteur s'appuie sur un théorème plus général qu'il 
admet comme suffisamment évident et que je me propose de 
démontrer, tout en y introduisant une restriction néces- 
saire (*). 

Théorème fondamental. — Etant donnée une relation 
algébrique et rationnelle entre les côtés a, b, c d^un triangle 
quelconque et les lignes trigonométriques des angles A, B, G ou 
de leurs multiples algébriques, la relation reste exacte si Von y 
remplace les angles A, B, Opar d'autres AfyB', G', même négatifs. 
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dont la somme sait encore égale à ?t, et a, b, c par des quantités 
proportionnelles aux sinus des nouveaux angles. 

Pour faciliter mon exposition, je dirai, à titre au moins 
provisoire, que la nouvelle relation est connexe de Tancienne 
par rapport à A', B', G' et au côté a. 

Démonstration. — On peut d'abord amener la relation à ne 
plus contenir que des angles A, B, G. Car, puisqu'elle est 
homogène par rapport aux longueurs, on peut remplacer 
a, h, c par les sinus qui leur sont proportionnels. 

On peut ensuite éliminer les tangentes et cotangentes et ne 
conserver que des sinus et cosinus. Soit 

(1) /(A, B, G) = G 

la relation ainsi transformée. Remplaçons A par sa valeur 
7c - B - G. 
Nous avons alors 

(2) /-(^ _ B - G, B, C) = G. 

Cette égalité est vraie, par hypothèse, pour toutes les valeurs 

de B et C qui sont positives et telles qu'on ait B + G < tt. Je 

dis qu'elle subsiste, sans aucune restriction imposée àB etG. 

En effet posons 

cos B + i sin B = jx. 

De cette égalité, nous en tirons successivement 

cos mB + i sin wiB = (cos B + t sin B)"* = |a*^ 

cos mB — i sin mB = (x""*^ 

(3) 2i sin mB = fx"* — fx-"* , 2 cos mB = (x"* 4- (x-***. 

On exprimerait de même sin mC, cos mG en fonction d'une 
quantité v. 

La relation (2) ne contient que des quantités de la forme 
sin mB, sin m'B, . . . Or, si on les remplace par les valeurs (3), 
on a finalement, dans le premier membre, un polynôme en [f. 
et V, d'un nombre fini de termes, où les exposants des variables 
sont positifs ou négatifs, et entiers, fractionnaires ou incom- 

(*) Il faut, en général, que la relation soit rationnelle. Ainsi la formule 

te ^ = * nLuÈÏJLllJl ne donne pas un résultat exact par la transfor- 
*^ 2 V p(p — a) 

mation de M. Lemoine, puisque les deux membres deviennent de signes 
contraires. Il ne s*agit aussi (4) que des relations concernant les triangles 
quelconques. 
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mensurables. Par hypothèse, ce polynôme s'annule pour une 
infinité (\e valeurs des variables comprises entre certaines 
limites. On sait qu'alors il s'annule pour toute valeur indis- 
tinctement. 

Mais si l'égalité (2) est vraie, sans restriction, il en est de 
même de(l), qui en diffère seulement par la substitution, dans 
certains termes, de tc — B — G par une quantité égale A (*). 

3. — Si la somme A' 4- B' -h G' était égale, non plus à tt, 
mais di — Tz, 3 T., etc., le théorème ne subsisterait plus. On le 
voit sur un exemple. La formule 

VA ABC 

1 sin A = 4 cos — cos — cos — 

2 2 2 

donne un signe inexact si l'on remplace A par A qi 2 tc. 

4. — J'ai supposé que la relation /*(A, B, G) = o appartenait 
à un triangle quelconque. Si, au contraire, elle suppose une 

relation particulière entre les angles, par exemple, B + G = - > 

il faut modifier l'énoncé et admettre seulement les transfor- 
motions qui ne changent pas cette relation particulière. Ainsi, 
dans la formule des triangles rectangles, 6 = c tg B, la trans- 
formation de M. Lemoine donnerait un signe faux; mais on 
peut remplacer B, G par B + tt, G — tt. Et, en effet, le 
raisonnement ci-dessus suppose que B et G varient indépen- 

damment l'un de l'autre, et que, dès lors, on n'a pas B 4- G = - • 

2 

Si le contraire a lieu, la relation (2) est amenée, par l'élimi- 

(*) Il semble, au premier abord, qu'on puisse donner un raisonnement 
plus élémentaire, en disant : lorsque les angles A, B, G, appartiennent à 
untriangle, la relation ^(A, B, G)=:o estlaconséqucncedeA = ii — B — G. 
Gar on peut remplacer A par cette valeur et si on ne trouvait pas alors 
une ideniité, on pourrait calculer l'angle B du triangle en connaissant 
seulement G. Mais cette substitution amènera encore une identité, si 
on opère sur les angles A^ B', G^ car on a la même suite de calculs. Par 
suite, la relation f{AJ B', G') = o est exacte, puisqu'elle se déduit de 
l'identité en remplaçant tc — B' — G' par la quantité égale A'. 

Ge raisonnement prouve trop, puisqu'il s'applique même aux relations 
irrationnelles. On y admet qu'on aura la même suite de calculs dans les 
deux caSf ce qui n'est pas prouvé. Ges calculs supposent certaines inéga- 
lités relatives à A, B, G. La preuve qu'elles influent parfois, c'est que le 
théorème exige des restrictions. 
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nation de G, à ne contenir qu'une variable B. On montre 
qu'elle subsiste pour toute valeur de B, sans exception; ce qui 
mène au nouvel énoncé. 

6. — Voici la liste de quelques valeurs simples qu'on peut 
donner à A', B', C^ Ces transformations peuvent se répéter 
plusieurs fois de suite : 

l._A,^-B,7c-C; it-A,--B,--G;-5--A,— -B,— -G; - 
A, B-f-m, G — m; A + m, B »G ; 

2 2 

-.TT AtU BtT g a TtB 7tG TZ 

2» , , ; ,__!__, _+_; 

2 22 22 2 2 22 22 2 

nA 4- (i — n) TT, nB, nG (n :^ o) ; 

3<> TU — 2A, TT — 2B, TU — 2G(ou B 4- G — A,...); 
w (B - G) + TU, m (G - A), m (A - B) ; 

m (B-G), m (G - A) + -, m (A - B) + - . 

Lorsque les trois valeurs ne sont pas symétriques en 
A, B, G, on a parfois des résultats différents en permutant 
A et B avant de faire la transformation par rapport a a. On 
peut donc dire que le tableau précédent renferme une vingtaine 
de transformations très simples. On peut les appliquer aux 

formules qui donnent -^sin A, ^cos A, -^sin* A,... 

(A suivre,) 

EXERCICES DIVERS (*) 

Par M. Ang. Boutin* 

[Suite^ voir p. 94.) 



224.— 5otï un triangle ABG. En A on élève AB' perpendicu- 
laire à AG et coupant BG en B'; AG' perpendiculaire à AB et 
coupant BG en G. Soit Ra le rayon du cercle AB'G', B^, Rg les 
rayons de cercles analogue. On a 



1 I I _ I 
Ra Rb Rc R 



(*) Les exercices 219-223 sont publiés dans le numéro de ce mois du 
Journal de M* S, 
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On trouve aisément 

Ra=R.tgB.tgC. 

226.— Dans C exercice précédent, soit A^ le milieu de B'C; soient 
Bi, Cl, les points analogues. Les droites AA,, BB^, GGi, concourent 
en un même point qui est V anticomplémentaire de Vorthocentre 
de ABC. 

BAi = BB' = R cos A tg ? — 2R tg G cos A 

2 

= R COS A (tg A + tg B — tg G), 
GAi = R cos A (tg A -h tg G - tg B), 
BAt _ tgA + tgB— tgG 

GAj "" tg A + tg G — tg B* 
Al est donc le pied de la droite quijointAàranticomplémentairedeH. 

226. — Les centres 0^, Ob, 0^ des cercles de rayons Ro; Rb, Bc 
considérés à Vexercice 224, sont les points algébriquement adjoints 
au centre du cercle circonscrit à ABC. 

Galculons les coordonnées normales x^y^zdeùa» 
Pour cela, observons que Oa est le bary centre des points A, B', G', 
affectés des masses : — sin 2 A, sin 2G, sin 2B. On a d'ailleurs : 

AB' = 6 tg G AG' = c tg B, 
X _ y 

— h sin 2 A b sin 2G tg G — c sin 2B tg B cos A 

z 

^ • 

""c sin 2B tg B — 6 sin 2G tg G cos A' 
ou, toutes réductions faites : 

X _ y _ ^ 
— cos A. ^ cos B ~ cos G 
Il en résulte que les droites AOa, BOb, GOc concourent en 0, et que les 
cercles Oa, Ob, Oc sont tangents, en A, B, G, au cercle circonscrit. 

227. — Aire du triangle OaObOc. 

20a0b0c = 2d(Ra - R)(R6 - R) sin 2C =:RUgAtgB tg C. 

Ge triangle est équivalent au triangle formé par les tangentes en A, B, G, 
au cercle circonscrit. 

228. — Lieu géométrique du point d'intersection de deux trans- 
versales réciproques 7*ectangulaires. 

Soient 

(1) aai + pp,-+-ni = o, ^ + i4.1=:o. 

«1 Pi Ti 

les équations de cos droites. La condition de perpendicularité est : 

(2) 2da* — 2d6c cos A (^ + ^ j = o. 
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De (1), on tire, en éliminant ai 

r. Pi Py 

d*où, pour réquation du lieu : 

jua*~ ^bccosA (ÎLZ!_E_ZlLjr=o, 

ou 2apY ^ cotg A 4- jua cotg A(p* 4- y* — a") = o, 

qui se décompose en : a 4- p 4- y = û, 



2. 



cotg A(p 4- Y — a) = O) 
droite de Tinfini et cercle des neuf points. U en résulte que deux trans- 
versales réciproques rectangulaires sont deux droites de Simson. 



CORRESPONDANCE 



M. d'Ocagno nous a adressé la lettre suivante : 

« Permeltez-moi de vous faire observer que le théorème 
qui sert de point de départ à l'intéressante Note de M. Soller- 
tinsky sur la parabole, insérée dans le dernier numéro du 
/. M. E. (p. 83), a déjà été énoncé dans le J. M. S y où je 
Tai proposé comme question (1887, p. 144, quest. 22S). Deux 
démonstrations en ont paru dans le même journal (1890, 
p. 2S2, 2o3). Celle de M. SoUertinsky est, peut-être, plus 
élémentaire. ï> 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 



(SESSIONS DE JUILLET ET D'OCTOBRE 1891, PARIS) 

7 juillet. — 1« Diviser une droite en moyenne et extrôme raison. 

2* Construire et calculer le rayon du décagone régulier inscrit dans 
une circonférence de rayon R. 

3<* Un corps pesant est lancé d'une hauteur h au-dessus du sol, avec 
une vitesse V» dirigée yerticalement de bas en haut. Quelle vitesse 
aura-t-il en tombant sur le sol? 

SjuHkt. ~ 1 * Un triangle rectangle isoscèle ABC dans lequel AB = AG = 6 
tourne autour de son axe Bx situé dans son plan, passant par le som- 
met B et ne traversant pas la surface du triangle. Calculer le volume 
engendré par ce triangle, en fonction de Taugle a quefaitThypoténuse BG 






4 ^ J -J 
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avec l'axe Bx. Déterminer a de façon à rendre ce volume maximum. 
2* Définition et propriétés de la sous- normale à une parabole. 

40 juillet. — 1° On donne, dans un triangle ABC la base BG = a et la 
hauteur h du sommet A ; on mène la droite B'C, parallèle à BG, à la dis- 
tance a; de BG; on joint B' et G' à un point A' de BG. On demande de 
calculer le volume V engendré par le triangle A'B'G'. Maximum de V. 

2» Une lige, de hauteur /i, est dirigée suivant la verticale d'un lieu dont la 
latitude est 9, et exposée aux rayons du soleil. On demande de trouver les 
longueurs/ et /' de l'ombre portée par la tige à midi vrai aux jours des 
solstices d'hiver et d'été. On suppose connue Tobliquité de l'écliptique ci>. 

46 juUtet — 1*> Ëtant. donnés deux points A et B, étudier la variation 
de Tangle AMB sous lequel on voit, d'un point M, le segment AB quand 
ce point M se déplace sur une droite DD^ donnée et, perpendiculaire à 
AB. On donne AG = a, BG = 6; on prendra MG ^ x comme variable. 

2* Étant donnée une droite par ses projections, construire l'angle qu'elle 
fait avec la ligne de terre. 

3i0 juiUeL — !• Formule des annuités. 

2» Étant donné un carré ABGD, trouver, sur le côté GD, ou sur son 
prolongement, deux points E et F tels que le segment EF soit vu du 
point A sous un angle droit, et, du point B, sous un angle a. Entre quelles 
limites peut varier l'angle a ? 

S^3 juillet. — !• Gouper une sphère par un plan P, de telle façon que le 
volume de l'un des segments à une base ainsi obtenus soit au volume 
du cylindre ayant même base et même hauteur que le segment, dans un 
rapport donné m. On prendra comme inconnue la hauteur du segment. 

2» Jour solaire moyen. — Sa définition. 

2^ octobre. — Enoncer et démontrer le théorème qui fait connaître le 
volume du tronc de pyramide triangulaire. 

(2) On donne sin a = b; trouver tg -• 

2 

S6 octobre, — On donne un cercle de rayon AO = R et un point M 
situé sur le prolongement de OA à une distance AM = h. On mène du 
point M la tangente HT au cercle. On demande de calculer en mètres la 
longueur x de la perpendiculaire abaissée du point de contact T sur OM. 

h = 300 mètres, 
R= 6366000 mètres. 

(8) Vitesse; sa définition dans le mouvement rectiligne le plus général. 
La loi des espaces étant donnée par la formule e = £^ + pt + 9» oùp et 9 
désignent deux constantes et t le temps, trouver la vitesse à un instant 
donné quelconque. 

99 octobre. — Etant donné un cercle de rayon R et un diamètre DOA 
de ce cercle, déterminer sur ce diamètre prolongé un point B parla 
condition que la surface engendrée par la tangente BE, menée du point B 
au cercle tournant autour du diamètre AOD, et la surface de la zone 
engendrée par l'arc DE tournant autour du même diamètre aient une 
somme égale à m fois la surface de la sphère de rayon R. — On prendra 
comme inconnue la longueur OB. 

(12). — Mouvement uniformément varié. Loi des espaces; loi des 
vitesses : déduire la première loi de la seconde. 
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3 novembre, — On donne une parabole de sommet A et de foyer B et la 

longueur AB = - . On demande de calculer les longueurs h, h' h" de 

trois ordonnées BM, B'M', B'' M'' perpendiculaires à Taxe AB et telles que 
les droites MB', M'B'^ a oient respectivement normales à la parabole aux 
points M et M^ Démontrer la relation 

2 

(16) Démontrer que le centre de gravité de quatre poids égaux placés 
aux sommets d*un tétraèdre coïncide avec le centre de gravité du volume 
du tétraèdre. 
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QUESTION 403 

Slolution par M, Grolleau, maître répétiteur au Lycée de Marseille. 



Si Von projette un foyer F dCum conique sur la tangente et sur 
la normale en un point P de la courbe, et, ce dernier point sur 
taxe focal en G ; 

i^ Les deux premières projections A, B seront en ligne droite 
avec le centre 0; 

2^ Du point G, AB sera vue sous un angle droit; 

3^ Dans Vangle formé avec l'axe par la droite qu'elles déter- 
minent, la normale et la droite joignant la deuxième projection 
à la troisième sont antiparallèles; 

4^ Les distances du centre, à ces deux dernières projections, 
sont entre elles dans un l'apport égal à V excentricité; d'où 
résulte, sans calcul, le rapport connu de la différence ou de la 
somme des rayons vecteurs d'un point d'une conique avec la dis- 
tance de ce point au second axe. (A. Tissot.) 

Soit F' son second foyer. 

1® Raisonnons dans le cas de Tellipse. La droite AB coupe 

PF en un point D, 
milieu de PF ; car la 
figure PAFB est un 
rectangle. Si nous 
prolongeons FB jus- 
qu'à sa rencontre, en 
E, avec PP', nous 
voyons que FB = BE ; 
il en résulte que BD 
ou BA, qui joint les 
milieux des côtés FP, FE du triangle FPE, est parallèle à PE. 
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Si nous prolongeons ÂB, comme elle passe par le milieu B de 
EF et qu'elle est parallèle au côté F'E, cette droite passera 
par le milieu du troisième côté FF'. Donc les trois points 
A, B, sont en ligne droite. 

2® La circonférence décrits sur AB comme diamètre, passe 
en G; l'angle BGA inscrit dans une demi-circonférence est 
donc un angle droit. 

S'* En effet, OBA et OGF étant deux sécantes, menées de à 
la circonférence ABPF, les cordes BG, AF, qui joignent les 
points d*intersection, sont antiparallëles. 

4° Les triangles semblables OBG, OFA donnent 

OQ _ OB^ 

et comme OA = a, on a 

OB _c _ 

OG "■ â "" ^' 

Or : 2OB = 2OD - 2DF = PF' - FF, OG = PQ; 

PF' - PF 
d'où PÔ = 26. 

NoTAr — Solutions analogues par M"»* V» F. Prime et M\I. : B. Soller- 
tinsky ; Gh. Michel élève au Collège Ghaptal. La première partie a été 
donnée par M. d'Ocagne dans une Note sur les applications de la géomé- 
trie GiNÉHATiQOE [Nouvellcs Annales, 1880, p. 270). 



QUESTIONS PROPOSEES 



434. — Soit un triangle ABC, inscrit dans un cercle de 
rayon R et tel que Btf + CA^ + AB^ soit constant; appelons 
û et û' les centres isologiques de ce triangle, c'est-à-dire les 
points pour lesquels on a 

.ûA _ ÛB _ ÛG _ 
"BQ " CT " ÂB" "^ ^ 
Û'A Û'B Û'C 



= A 



BC CA AB 
1® Pour tous les triangles ABC, a et X' conserveront une 
valeur fixe ; 



^r 
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2** Le produit XX' sera égal à — en désignant par D la 

distance constante de Torthocentre au centre du cercle donné. 

(E, Lemoine,) 

435. — Deux circonférences A, A' se touchent au point A; 
deux droites rectangulaires rencontrent ces circonférences 
respectivement aux points B, G; B', C. Démontrer que la 
somme des angles aigus formés par les droites BAB', GAG 
est égale à un angle droit. (Mannheim.) 

436. — Démontrer que : 

I COS a COSa-hp C0S(aH-p-4-Y) cos(a+p-i-Y+8) 

COS a I COS p COS p + Y COS (P +Y + h) 

COs(a + P) COS p I COS Y COS(yH-S) 

C08(a+p-f-Y) cos(p+Y-|-Ô) COS Y I COS 5 

cos(a-hpH-Y+6j cos(p-l-Y-fS) cos(yH-8! cos 8 i 

= o. 

(W. J. Greenstreety M. AJ 



ERRATA 

Page 80, ligne 2 en remontant. Entre p'g'r' et des points, intercaler ces 
mots : formés par les projections. 

Page 82, ligne 7 en remontant, au lieu de' A et M, lire A et H. 

Page 83, ligne 6, au lieu de AN, lireAM. 

Page 85, dans l'équation (3) au lieu de =^ , lire 

PQ* PQ' 

A' G' A'C 
Page 87, ligne 8 (en remontant) au lieu de -—— -, lire—-* 

BG B G 

Page 89, ligne 2 (en remontant) et page 90, ligne 19 au lieu de (fig. 4), 
lire (fig. 5). 

Page 91, ligne 12, au lieu de: ont le milieu commun projection, lire ont 
pour milieu commun la projection. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMETRIQUE 

Par M. Bemèsy 

{Suite, voir page 97.) 



Situation et construction des points doubles w, Wa, Wb, Wc. 

6® Ces quatre points étant respectivement les transformés de 
Ij, II, Ib,Ic. Ainsi /** w el coa sont sur une même circonférence avec 
k et y et sur une même circonférence avec B et C, et il en est 
de même des points wô et (àc; '2^ (^ et w^ sont sur unemêm^ circon- 
férence avec B et y et sur une même circonférence avec G et A, et 
il en est de même de Wc et Wa; 5® w et Wg sont sur une même cii^con- 
férence avec G et\ et sur une mém^e circonférence avec A et B; la 
même chose a lieu pour wa et 0)5. Ceci justifie la notation adoptée 
pour ces points, mais ne suffitpas pour la déterminer; car rien 
n'est changé dans l'énoncé de ces résultats si Ton permute w 
et (ùa et en même temps (nj, et we. 

Voici un caractère qui différentie nettement les quatre 
points entre eux. Pour abréger le langage, lorsque deux points 
sont tous les deux intérieurs ou tous les deux extérieurs à une 
circonférence, nous dirons qu'ils sont isothétiques relativement 
à cette circonférence ; et, si Tun est intérieur et l'autre exté- 
rieur, qu'ils sont antithétiques. — Le point w est antithétique 
du point V relativement à la circonférence ABC, les trois autres 
étant isothétiques de v, le point wa est antithétique de A relative^ 
ment à la circonférence yBG, les trois autres étant isothétiques; 
le point (Hb €st antithétique de B relativement à la circonférence 
vCA, les trois autres étant isothétiques ; le point (ûc est antithétique 
de G relativement à la circonférence vAB, les trois autres étant 
isothétiques. 

La première partie résulte de ce que, parmi les quatre points 
II, Iv/>rlB, le, le point Iv est le seul qui soit à l'opposé de V, 
relativement à BC. Pour la seconde partie, on voit que I^ est 
le seul des points I qui soit intérieur à la circonférence VBC; 
si le pôle A est aussi intérieur, le transformé Wa de I est 

JOURNAL I)B ItATH. BLÉM. — 1892« 6 



422 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

extéiieur à la circonférence vBG transformée de la première, 
tandis que toa, 0)5, wg sont intérieurs, et le contraire si A est 
extérieur. La troisième partie tient à ce que, seul des quatre 
points I, le point !<. est à Topposé de G relativement à VB, et 
par suite son transformé lùb est le seul des points o) qui soit 
antithétique de B relativement à la circonférence vGk. Même 
explication pour la quatrième partie. 

Si Ton considère les points V^, Vj, isocycliques du conjugué 
de W relativement à B et GA, à G et BA, comme V l'était rela- 
tivement à A et BG, et les centres I^ , l'y , 1^, il ; Ip l'vj» II, K 
des cercles inscrits et circonscrits aux triangles V^GA, V,AB ; 
les transformés de ces cercles relativement à BGAetGAB; 
sont encore les points o) et comme les transformés de V^ et V, 
sont toujours le même point v, le caractère différentiel des 
quatre points w subsiste ; w est la transformée de ly et celui da 
de l'v^, o>a celui de I^r, et celui de l'é, (05 celui de l\ et celui 
de r^, o)c celui de 1^ et celui de I'^ De sorte que relativement 
aiuc trois triangles ABG, BGA, GAB les trois points l^A'ytj l'y., 
ont le même transformé w, les trois points Ii, ![,, Ig le même trans- 
formé (ùa, les trois points le, I^ I^ le même transformé 0)5 et les 
trois points Ip, I^, l'[ le même transformé de Wc. En conséquence: 
Wa, Wb, wc sont respectivement les tranformés^ relativement aux 
mêmes triangles^ des centres Ij, l!j, I'^ des cercles inscrits à VBG, 
VjGA, VjAB. Ge qui suffirait pour déterminer la notation 
adoptée dans la désignation de ces points. 

Appelons ô, 6' les deux cercles orthogonaux tracés par 
A et t; tangentiellement aux deux bissectrices de tkt' (voir 1°), 
ces cercles sont les transformés des deux bissectrices VI Jv» 
VIbIc de Tangle BVG. Donc (o, Wa sont sur Ô, (05, Wc sur 6'. 
Gomme I^, ly sont d'un même côté de V et Ib, le de part et 
d'autre, co, Wa sont d'un même côté de Av, 105, o)c de part et 
d'autre. Los milieux de IJv, IbIc étant les extrémités du 
diamètre perpendiculaire à BG dans la circonférence VBG, si 
g, g' sont les intersections de la circonférence VBG avec les 
circonférences 6, ô', les points cd, Wa sont harm<miquement opposes 
relativement à Ag, et Wb, Wc relativement à Ag'. De plus, le 
cercle Agg' est orthogonal au cercle i;BG, et il se confond avec 
le cercle d'Apollonius, reîalif à A, dans ABG. 
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Désignons par t, t' deux cercles passant par B et G et 
respectivement orthogonaux à ô et ô'. Ils sont les transformés 
des cercles qui ont IJv. ^Jc pour diamètres. Par conséquent 
0), to)a sont sur t, w^,, Wc sur t'. De là résulte la construction des 
points w, u)a par Vintersection de Ô et t, et des points Wb, a)c par 
f intersection de Ô' e^ t'. Observons que le point g^ transformé 
du cenlre du cercle décrit sur I, ly comme diamètre, est le 
conjugué de A relativement à t, et g' le conjugué de A rela- 
tivement à t', et aussi que les cercles t et t' sont orthogonaux 
entre eux. 

Dans le cas des points isoptiques, les points w et (Oa ou bien 
Wb et (Oc (suivant la grandeur des angles de ABC) sont H» et 
un point à Tinfini. Alors les cercles ô et Ô' deviennent la 
droite AH et le cercle décrit sur AH comme diamètre, et les 
cercles t et t' la droite BC et le cercle ayant BG pour diamètre. 

Les relations 

GIy.ClB= Gri.GIc:= GB.GV,BIv.BIc= BI,.BIb= BG.BV 
transformées relativement à ABG et la relation 

ai;,, ai; = ai;, ai; = ag.av^, 

transformée relativement à BGA conduisent aux égalités 

G(o.Gwa Gwb.Gwc b.Qo 

B(i).B(Oa Ba>b.i3(0c c.Bi; 
Aa).A(i)b A(Oa.Aa)c c.Ai; 

Cw.CJwb Gwa.Gcoc a.Gv 
B(o»B(Oc B(Oa.B(i)b a.Bv 
Aw.Awc Awfl.Awb 6. Ai; 

qui se réduisent à cinq distinctes, car en les multipliant 
membre à membre, deux se confondent dans la relation 

A(i)b Bcûc Cwfl 

AcOc ^iiia Gu)b 

La signification géométrique de celle-ci est que les bissectrices 
intérieures et extérieures des angles 03^, Awg, coc B Wa, wa G Wb 
déterminent sur Wb Wc, Wc t»>a» «Oa Wb trois points intérieurs; 
les droites qui les joignent respectivement k coa, Wb, w 
concourent en trois points extérieurs en ligne droite. 
Des relations 

VI,.Vlv = VIb.VIc = VB.VG 
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et des autres pareilles en ViVa, on tire 

vK.Viû.Vfùa VA.VcObVWc vB,Vtù,V<ûb vB.V<ûa.V(ût 



a.Aco.Âcoa a.Aa)6.A(o<. A.Bco.Bcob ô.Bwa.Bwc • 
vG.vià.vtùc vG.V(ùa.viùb vk.vB.vG 

A noter aussi 

t;(Ob Bo) G(Ob 

et deux autres égalités analogues, qui s'en déduisent par 
permutation. 

7® Au lieu de se donner le point W pour définir un système 
de points complémentaires, on peut se donner Tun des quatre 
points 0), (ùa^ (Ob, Q)e, ainsi que le montre le problème sa i vaut. 

Problème. — Etant donnés le triangle ABC et Cun des 
qualité points doubles y construire les trois autres et le point W. 

Appelons co, le point double donné. L'intersection du cercle 
(o^BG et du cercle orthogonal passant par A et (o^ donne le 
point a>s y qui formera avec &>, soit le groupe co, (Oa soit le 
groupe (05, (ûc. Les deux autres points &>;,, ^ù^ sont à la ren- 
contre d'un cercle passant par B et G et orthogonal au cercle 
(0|BC et d'un cercle passant par A et orthogonal à la fois au 
précédent et au cercle Aw^o),. On a d'ailleurs v par l'intersec- 
tion des cercles AwiO), , Aw^w^ — W s'obtient ensuite comme 
conjugué de l'isogonal de v. 

Ou bien encore, cd^ étant donné, on construit le conjugué g 
de A relativement au cercle (o^BC, et on prend le point har- 
moniquement opposé à cdi relativement à A^, c'est (o,. L'in- 
tersection des cercles (o^GA, a),ÂB et celle des cercles co^AB, 
oDjAG donnent o), et (o^. Gette dernière construction traduit 
assez exactement la construction indirecte qui consisterait, 
après avoir déduit de cd^ l'un des points I, à en conclure les 
trois autres points I, sauf à revenir de ceux-ci aux points w. 

Il importe de remarquer qu'en se donnant cd^ on ne peut 
pas spécifier lequel des points (o, ct>a , co^ , (Oc , définis plus 
haut, il représente. Gette spécification ne peut être faite qu'à 
posteriori, d'après les positions qu'occupent les points obtenus 
et le point donné. Comme autre construction, (oj étant l'iso- 
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cyclique du point donné (o^ on prend le point (i>2 diamétrale- 
ment opposé à <ù[ sur la circonférence (o^BC, le point (03 à la 
rencontre de fi(i>| et C(i>2 , le point (04 à la rencontre de Ga)i et 
de Bot>2 9 et le point W à la rencontre de 0)1(02 et de (i>3<04. 
Les isocycliques de ces quatre points (02 , o)^ , a>l W, seront 
«»s 9 «»s 9 <*>i » ^* On le voit par leurs coordonnées angulaires 

A IL V 

qui, étant -9-9 -pour le point donné (i>| seront pour les points 

222 

obtenus 

-j --f--> --h- » (- H- -> -9 --4--) 
2 2 2 2 2/ \2 2 2 2 2/ 

(X ^ [X 7C V\ 

8® Problème. — ^® Sur chacune des quatre circonférences 
0, 6', T, t' ow Aviûiûa , AvdïbWc, BGoxoa , BCooftWc , U y a une infi- 
nité de couples de points complémentaires^ les deux points de 
chaque couple situé sur 6 ou bien sur 6' sont conjugués relative- 
ment d T ou bien t' ; et les deux points de chaque couple situé sur 
T ou t' sont conjugués relativement à^ou bien à 6'. 2® Si MM' est 
un couple quelconque situé sur le cercle t ou cercle BGûxoa, les 
cercles variables wôMM', (OeMM'joaj^en^, chacun^ par un second 
point fixe qui est le conjugué doùi^oude wc relativement au cer^ 
de 0. Même chose pour t' en permutant o}b(i>c a^c (o,a)a et 6 avec 
t'. 3^ Si MM' est un couple quelconque situé sur le cercle 6 ou 
cercle Avwcoa , les cercles variables WbMM', odcMM' passent cha- 
cun par un second point fixe qui est harmoniquement opposé à 
iùf, ou (Oc relativement à BG. Même chose pour 6', en permutant 

iOby (i>c et CDi, 0)a. 

La première partie de ce théorème remarquable résulte de 
ce que (d'après § XXII bis 1®) il y a sur les droites IJy, IbTc, et 
sur les cercles qui les ont pour diamètres une infinité de 
couples isogonaux; ceux des droites les divisent harmoni- 
quement, c'est-à-dire sont conjugués relativement aux cercles 
et ceux des cercles sont symétriques relativement aux 
droites. 

Les deuxième et troisième parties résultent de ce que, 
d'après 2® du même paragraphe, pour tout couple isogonal 
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mm situé sur le cercle qui a IJv pour diamètre les cercles 
\j,mm\ IcWirn' passent par le symétrique de Ib ou de le relati- 
vement à Ij ly, et pour tout couple isogonal mm' situé sur la 
droite I Jy les cercles lamm', Icmwi' passent par le point har- 
moniquement opposé à Ib ou le relativement à BC. 

Remarque importante, — Les quatre cercles Bvaxoi, , BycocWa, 
GA(o(Ob , CAwcCOft et les quatre cercles Ci^cdodc, Ct^WaWb, ABcdwc, 
ABwaWfe jouissent de propriétés pareilles. En tout douze cer- 
cles qui coïncident avec le cercle ABC dans le cas des points 
conjugués, et dont six se réduisent à des droites dans le cas 
des points isopliques parce que Tun des points w est alors à 
l'infini, et aussi dans le cas des points isogonaux, parce 
qu'alors v est à l'infini. 

Application du théorème aux points isoptiques, — La première 
partie appliquée aux points isoptiques reproduit un résultat 
connu, les deux autres donnent cette proposition. 

Théorème sur les points isoptiques. — Si MM' est un couple isop- 
tique quelconque situé sur le cercle qui a BG pour diamètre^ le 
cercle variable HaMM' rencontre AH en un point fixe, conjugué 
harmonique de Ha relativement à AH; et si MM' est un couple 
isoptiqu^e quelconque situé sur le cercle qui a pour diamètre AH, 
le cercle variable HaMM' rencontre BG en un point fixe, conjugué 
harmonique de Ha relativement à BG. 

9** Théorème. — La circonférence passant par l'un des 
sommets A et deux quelconques des points w, Wa , (oj, , o)c est 
orthogonale à celle qui passe par A et les deux autres. Elles se 
coupent en Vun des points B, G ow t;. 

Gar la droite qui joint deux quelconques des quatre points 
Ij, ly, Ib, le est perpendiculaire à celle qui joint les deuxautres 
et la rencontre en l'un des sommets de VBG. 

De là la solution de ce problème : Étant donné le point A et 
trois des points w, comtruire le quatrième, ainsi que B, G et W. 

Soient donnés A, le couple (Ob, (Oc et l'un des points coa du 
couple (0, (0^. Le point cherché (o se trouvera à la rencontre 
d'une circonférence passant par A et (o^ et orthogonale à la 
circonférence AwoWc et d'une circonférence passant par A etwc 
et orthogonale à la circonférence Awa^b', B est h la rencontre 
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des circonférences Aw^cDb, Awwc; C à la rencontre des circon- 
férences A(i)a(Oc, Awwfc ; enfin i; à la rencontre des circonférences 
A(0(i)a, AwbODc. On a W comme conjugué de Tisogonal de v, 

10® Théorème. — Les podaires de chacun des points w, Wa, (05, 
(àc relativement au triangle formé par les trois autres sont direc- 
tement semblables entre eux et aux triangles VBC, V,GA, V,AB. 

Ces podaires en effet, d'après le § XII, sont directement 
semblables aux podaires de chacun des points I^, ly, Ib, le rela- 
tivement au triangle formé par les trois autres, et ces derniers 
podaires se confondent avec le triangle VBC. 

L'application aux points isopliques donne cette proposition : 
Si Von projette un des trois points Ha, Hi,, Hc sur la droite qui 
joint les deux autres et sur deux parallèles quelconques menées par 
ces deux autres, on obtient un triangle directement semJ)lable à 
LBG, (L transformé de Hj. 

11® Théorème. — Si MM' est un couple quelconque de points 
complémentaires, les cercles MBG, M'BG sont chacun le lieu des 
conjugués des points de Vautre relativement au cercle BGoxoa (cer- 
cle z) et aussi relativement au cercle BGoobWc (cercle t). 

Car, d'après le 3® du § XXII bis, les cercles mBG, m'BG ont 
leurs points deux à deux conjugués relativement au cercle 
décrit sur I^ I, comme diamètre, et deux à deux conjugués 
relativement au cercle décrit sur IbIq. 

1 2° GÉiNÉRALISATlON DE LA PROPRIÉTÉ QUE POSSÈDENT LES POINTS ISOP- 

TiQUES d'Être aussi isoptiques relativement aHBG, HGA, HA.B. 

Théorème. — Deux points quelconquesM, M' complémentaires 
relativement à un point donné W dans le triangle ABG sont aussi 
complémentaires relativement au même point W dans chacun des 
triangles VBG, VGA, VAB. Et le point directeur est alors ou A, 
ou B, ou G. 

Nous allons faire voir que la somme des angles sous les- 
quels de M et M' on voit chacune des droites Av, By, Gv est 
égale à l'angle sous lequel cette droite est vue de W; par 
exemple (MA, Mv) -h (M'A, Wv) = (WA, Wv). 

D'après le 2® les tangentes Ax, Aac' aux circonférences MAv, 
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WA.V sont antiparallèles relativement à l'angle tkV formé par 
les tangentes A^ kt' aux circonférences vàB, vAG; (Ajî, M) 
+{kx\ ÈLt') = G. Or (MA, Mv) = (kx, kv) = (A^, AO 4- (A^ kv) et 
(M'A , Wv) = ( Aaj', Av) = (A^, A/') + ( A r, Av). Don c (MA, Mt;)+(M' A , 
Wv) = (A/, kv) + (Ar, kv) = (BA, Bv) + (GA, Cv). Cette 
somme, quand M et M' varient; étant constante est double de 
l'angle (cdA, tav) sous lequel de l'un quelconque des points 
doubles (0 on voit Av, puisque en ce point, double les deux 
points M, M' se confondent. Il reste à montrer que l'on a 
aussi (WA, Wv) = 2(a)A, wv). Comme la circonférence AvW a 
pour tansformée la droite Yw, où V et u; sont les transformés 
de V et W, et que kv a pour tranformé AV, l'angle (WA, Wv) 
est égal à (Vtt», VA). Or, d'après le théorème préliminaire 
sur les points complémentaires (1<*), le point W et un point à 
rinfîni étant complémentaires relativement à W, leurs trans- 
formés 1^ et A sont isogonaux relativement à VBC, et par 
conséquent Yw et VA sont antiparallèles dans l'angle BVG. 
Si donc A désigne une des bissectrices de cet angle (Vw, VA) 
= 2(A, VA). Mais A est la transformée de l'une des circonfé- 
rences (ùkv, de sorte que (A, VA) = (wA, wv). Donc (WA, 
Wv) = 2(a>A, iùv) = (MA, Mv) + (M'A, Wv). Et comme la 
même chose a lieu pour Bv et Cv, M et M' sont complémen- 
taires relativement à W dans chacun des triangles vBC, î;GA, 
vAB. 

Relativement au triangle ABC, le point directeur du système 
est V. Nous allons prouver que relativement au triaogle vBC, 
le point directeur est A, c'est-à-dire que A est l'isogonal du 
conjugué de W relativement à vBC. Désignons par a, p, y les 
angles sous lesquels kv, Bv, Cv, sont vus de W; les coordon- 
nées angulaires de W relativement à vBC seront a, y, — p. Il 
suffît démontrer que celles de A relativement au même triangle 
sont X — A|, Y — Bj, — p — C^ A^, B^, C^ étant les angles de 
vBC; c'est-à-dire que (AB, AC) = X - A^, (AC, Av) = y - Bj, 
(Av, vB) = — p — Cp La première égalité est évidente, puisque 
At = X — A. Pour la seconde on a y = (AC, Av) -h (BC, Bv) 
et Bi = (BC, Bv). Donc (AC, Av) = y — B^. La troisième 
se voit de même, et elle est d'ailleurs une conséquence des 
deux autres. 
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Remarque I. — Les coordonnées angulaires de W relative- 
ment à A.BG étant À, [x, v, relativement à VBC elles sont, comme 
nous l'avons déjà dit, X, y, — P; relativement à VGA, elles sont 
jjL, a, — Yî enfin, relativement à VAB, v, p, — a. Il en résulte les 
relations p — y = X, y — a = [x, a — p = v, qui sont d'ailleurs 
évidentes d'après les expressions de a, p, y 

a = (BA, Bv) + (GA, Cv\ p = (GB, Cv) 4- (AB, Av), 

Y = (AG, Av) -h (BG, Bv). 

Remarque II. — L'évaluation des angles a, p, yen fonction 
de X, [X, V peut se ramener à celle des angles (Av, Ai;'), (Bu, 
Bv'), (Gv, Gv') sous lesquels de A, B, G on voit la droite vv' 
qui joint le pointvà son isogonal v'. En désignant par a^, p^, 
Yi ces derniers angles on a 

a + ai=jv — |JL + B — G, p + pi.= X — v + G — A, 

Y-+-yi = {j!. — X-hA — B. 
Gar « = (BA, Bv) + GA, Cv) = (BA, Av) -h (Av, Bv) + (GA, Av) 

-h (Av, Gv). 

Or, (Av, Bv) = V - G, (Av, Gv) = - (jx - B), 
(BA, Av) + (GA, Av) = (BA. Av) + (Av', AB) = (Av', Av)=--ol,. 

Remarquons la relation (a + P -H y) + (a^ + Pi -f- y^) = o qui 
montre que lorsqu'une des deux sommes « 4- p 4- y, a^ + p^ 
-h Y4 est nulle, l'autre l'est aussi. 

XIIL — Propriétés du point W et des points qui s'y battachent 

1 . — Le transformé w de W et le point V où Av rencontre la 
circonférence vBG sont symétriques relativement à BG. Les trans- 
formés Wa, Wb, Wc et W relativement à vBG, vGA, vAB sont res- 
pectivement les symétriques relativement à BG, GA, AB des trois 
points cm vA, vB, \Crencont?*ent la circonférence ABG. 

Si, en effet, v' est Tisogoual de v, V est le transformé de v' 
et comme v' et W sont conjugués, leurs transformés V, w sont 
symétriques relativement à BG. 

Désignons, de môme, par vl, v't,, vé, les isogonaux de A, B, G 
relativement à vBG, vGA, vAB. Le point oii Av rencontre la 
circonférence ABG est le transformé de v^ relativement à vBG; 
donc ce point et Wa sont les transformés relativement à vBG 
de deux points conjugués Va, W, ils sont symétriques relati- 
vement à BG, etc. 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉU. — 1892. 0. 



130 JOURNAL DE MATHÉIUTIQURS ÉLÉBIENTAIRBS 

Corollaire. — Les symétriques de «;«, w^, Wc relativement 
à BG, GA, AB forment un triangle directement semblable au 
podaire de v relativement à ABC. 

2. — Trois quelconques des quatre points v , vj^, vj, v^ sont les 

symétriques du quatrième relativement aux côtés de celui des 
triangles ABG, vBG, vGA, vAB qui correspond à ce quatrième. 

Par exemple vjj, v^, v[ sont les symétriques de v' relative- 
ment à BG, G A, AB, car les angles de v'BG sont A — A^, 
B - Bi, G - Gi et ceux de r^BG A^ - A, B^ - B, G^ - G, de 
sorte que v' et Va sont symétriques relativement à BG. De même 
v' et V\, relativement à GA, etc. 

3. — v^, V5, Vg sont équidistants de v, et la distance est égale 
au diamètre 2p du cercle circonscrit au podaire de v relativement 
à ABG — v', V5, Vg sont équidistantes de k. et la distance est égale 
au diamètre 2pa du cercle circonscrit au podaire de A relativement 
à vBG, etc. 

Gette propriété dérive de la précédente. Directement si P 
est la projection de v' sur BG et K le milieu de vv' ou centre 
du premier podaire de l'énoncé, on a vVa = 2KP' = 2p. Et 
ainsi vVa = wl = vv'c = 2p. De même Av' = Avl = Avé = 'ipa, 
Bv' = Bva = Bvc = 2pb, Gv' •= Gva = Gvb = 2pc, pb et pc se 
rapportant aux podaires de B relativement à vGA, de G relati- 
vement à vAB. 

4. — Les rayons p, pa, pb, pc des podaires sont inversement pro^ 
portionnels aux rayons R, Ra, R5, Rc des cercles ABG, vBG, vGA, 
vAB. 

D'après la relation -jrr; = OG du § XXI, on a-j-r = "p^» 
Oa étant le centre du cercle t;BG, et pour la même raison 

Vk OaO _. ,, AV' VVa jy T^ 

5. Le point W satisfait à la série d* égalités 

AW _ BW _ CW_ vWOW _ OaW ObW _ OçW 

2pa 2p5 2pc 2p R Ra Rn Rc 

Ges égalités résultent de ce que W est le conjugué de v' rela- 
tivement à ABG, de Va relativement à vBG, etc. 
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On remarquera la signification géométrique des trois der- 

OW W 
nières. L'égalité -r^- = -~— exprime que OetOa sont con^ 

K Ko 

ObW W 

jugibés relativement au cercle WBC ; et Tégalité -:^— = -^ 

que W est situé sur le cercle d* Apollonius relatif à A dans 

AObOc . 

(A suivre.) 



NOTE DE GEOMETRIE ET DE MECANIQUE 

Par M. lionifl Bénézeeh* 

{Suite, voir p. 107.) 



Cas particuliers. — 1® Lorsqu'un plan quelconque coupe 
les droites qui joignent un point quelconque M, aux sommets 
Al, Aj, A,, A4, et au centre de gravité G d'un tétraèdre, aux 

points Al, A2, A3, Ai, G', on a 

MA, MA, MA3 . MA4 4.MG 



ma; MA2 MA3 ma; mg' 

2® Lorsqu'un plan quelconque coupe les droites qui joignent 
le centre de gravité G d'un tétraèdre aux sommets A^, A,, A„ 
A4, aux points Ai, A2, A3, A^, on a, 

mé m» m* m. 



ga; GA2 ga; GAi 

m,, m,, m,, m^ désignant les longueurs des médianes du 
tétraèdre. 

3® Lorsqu'un plan quelconque coupe les droites qui joignent 
le centre 0, de la sphère circonscrite à un tétraèdre, aux som- 
mets Al, A,, As, A4, aux points Aj, A2, A3, Al, on a 

OA; OAi OA^ "^ OAi "" ' 
Di, Dj, Dj, D4, ayant leur signification ordinaire (v. J. E. 1890, 
p. 242). 

4® Lorsqu'une transversale coupe les droites qui joignent 
le centre du cercle circonscrit à un triangle, aux sommets 
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A, B, G, aux points A', B', G', on a 

sin 2A sin 2B sin 2G 
1 1 = o, 

OA' OB' OC 

5® Lorsqu'une transversale coupe les droites qui joignent le 
point de Lemoine K d'un triangle aux sommets A, B, G, aux 
points A', B', C, on a 

ania brUh crrie 
1 1«- = o, 

KA' KB' KC 
nta^ nibi nie désignant les longueurs des médianes du triangle, etc. 

Théorème XVI.— Lorsqu'une sphère quelconque, passant 
par un point M, coupe les n segments de droites obtenus en 
abaissant, du point M, des perpendiculaires sur les n faces 
d'un polyèdre convexe, aux points P^, P,, ... Pn, on a la relation 

Si.MPi 4- S^.MPa + . . . + Sn.MPn = o, 
Si, Sj, ... S„ désignant des nombres proportionnels aux aires 
des faces du polyèdre. 

Portons, en efTet, sur MP^, MPj . . . MPn, dans le sens posi- 
tif, des longueurs MPi, . . . MPn, respectivement proportion- 
nelles à Si, , . . Sft. On sait que la somme des projections, 
sur un plan quelconque, de toutes les faces du polyèdre, est 
égale à zéro ; par suite, la somme des projections des segments 
MPj, . . . MPn, sur un axe quelconque, est nulle. Ces segments 
se font donc équilibre, et, si Ton applique le théorème XIII, 

il vient : '^ ^ 

2dM?,M?[ = 2dS,.MPi =3 o. 

On voit aussi, par application du corollaire du théorème 
XIII, que, Q,, Q^, ... Qn désignant les. points où un plan 
quelconque coupe les segments considérés, l'on a ; 

yMP; ^ y S, 

D'OU ; 



= o. 



Théorème XVII. — Lorsqu'un plan quelconque coupe les 
71 segments de droites obtenus en abaissant, d'un point quel- 
conque. M, des perpendiculaires sur les n faces d'un polyèdre 
convexe, aux points Qi, Q2, ... Q„, on a la relation . 

^1 . S, Sn 



+ ^777=0, 



MQi MO, ••• ' MQn 
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Si, Sa, ... Sn désignant (les nombres proportionnels aux aires 
des faces dupolyèdre. 

V. Théorème XVIII. — Si les points d'application 
AÎ, A2...Anden forces parallèles ^, f^, ... /« se déplacent 
sur les côtés AjAj, AjAj, . . , , AnA^, d*un polygone quelconque, 
avec des vitesses uniformes, respectivement proportionnelles à 

—* > T^j ... -^> a^, a^, ... Qn désignant les côtés successifs 

M /3 /n 

du polygone; le centre des forces parallèles restera immobile. 

Tout revient à prouver que la distance du centre des forces 
parallèles du système donné, dans ses diverses positions|, à 
un plan quelconque P, demeure constante. 

Soit donc, pour une certaine valeur du temps, 0' le centre 
des forces parallèles appliquées en A'i, A2, ... An, et, pour 
une autre valeur du temps, 0' le centre des forces parallèles 
appliquées en 

Al, A2, . . . An, 

Désignons par pi, P2» • • • Pn; Pi» • • • p'n ; p', p" les dislances 
algébriques des points AÎ, A2, ... An*, Ai', ... Ali; o\ 0" au 
plan P. On a 

AjA'i _ A2A2 _ __ AnAn 

A^Aj ■A.2A3 A-nA^ 

/l /a / n 

OU /'i^^i' "" V'^) ^ A(;>2 — Pl) ^ ^ UVn - v'L) . 

Pi -A Vi-Pz '" Pn — Pl 

d'oîi Ton tire, en observant que la somme des dénominateurs 
de ces rapports est nulle, 

et par suite, à cause des formules connues : 

p =p • 

C. Q. F. D. 

Applications.— - Théorème XIX. — Les coordonnées bary- 
centriques a, p , y d'un point M, par rapport à un triangle ABC, 
ne changent pas lorsqu'on prend, pour nouveau triangle de 
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référence, le triangle A'B'C obtenu en portant, sur les côtés 
AB, BG, GA, des longueurs AA', BB', GG', respectivement por- 

portionnelles à -, -, - . 

a p Y 

Théorème XX. — Les coordoijnées barycentriques a, p, y 

d'un point M, par rapport à un triangle ABG, ne changent 

pas lorsqu'on prend, pour nouveau triangle de référence, le 

triangle A^B^G" obtenu en portant, sur les côtés AG, GB, BA, 

des longueurs AA", GG", BB'' respectivement proportionnelles 

^ b a c 
a -> -> -• 

a Y p 

On démontre, sans difficulté, que les réciproques de ces deux 
théorèmes sont vraies. Ainsi par exemple, 

Théorème XXI. — Si les coordonnées barycentriques a, p, y 
d'un point M, par rapport à un triangle ABG, ne changent pas 
lorsqu'on prend, pour nouveau triangle de référence, un tri- 
angle dont les sommets A', B', G' sont sur les côtés AB, BG, 
GA, les longueurs AA', BB', GG'sont respectivement proportion- 
nelles à -, -, - . 
a p Y 

Remarque. — Ges théorèmes, convenablement appliqués, 
permettront de trouver un grand nombre de propositions rela- 
tives à la géométrie du triangle. 

Nous terminerons cette Note en complétant le théorème III. 
Nous avions, en effet, supposé implicitement que la somme 
des coefficients a^, a^, a,, a.^ considérés dans cette proposition 
était différente de zéro. Proposons-nous donc : 

Étant donné un tétraèdre A^A^Aj A^ ; déterminer en grandeur 
et en direction la résultante des forces représentées en grandeur 
et en direction par a^MA^, a^MAj, a^MAs, a^MA^, sachant que 
2ai = G. 

Soit, sur la face AjAjA^, Al le centre des dislances propor- 
tionnelles du système (A^a^) (A,»,) (A^a^). 

La résultante des forces a^MAj, ajMAjja^MA^est 
(«3+ aj-haJMAÎ, ou — aiMAj. 

Il suffit donc, pour obtenir la résultante cherchée, de com- 
poser les deux forces a^MAi, — a^MAl. Or l'on a, par rapport 
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à un axe de projection quelconque, MA^ — MAj = AjA^, ou 
bien a^MA^ — a ^MAi = a^AlA^ . Par suite, cette résultante 

est égale, en grandeur et en signe, à a^MO, le segment MO 
étant parallèle et égal, en grandeur et en direction, au segment 
Ai A4. 

Il résulte clairement de ceci que, si le point M se déplace 
dans l'espace, la résultante des forces considérées demeure 
constante, en grandeur et en direction. 

Évaluons la grandeur de cette résultante. D'après une for- 
mule connue, on peut écrire : 

«t^i«-+-«8^i8+<'^4^i4 = «aAi^« +ajAiAj H-a^AiA^ H-(a,4-a, + a^)AiAi 

ou, à cause des relations, 

ajAiAjj -h ajAiAj -h (x^A.l^^ = • 

«8 + «8 H- «4 

a, + aj + a^ = — a^, 

afAiÂi = — ^a^aj^jj. 
La résultante est donc égale, en grandeur, à 

Remarque I. — Si Ai, A3, Ai sont, respectivement, les 
centres des distances proportionnelles des systèmes 

(Aja,, A^a^, A^ai) (A^a^, A^a^, Aja^) (k^a^, A,a„ Ajag), 
les segments parallèles A^A^, A^Aj, A3A3, A^A^ satisfont 
aux relations : 

a^AjAi = ajA^A, = ajAsA, = a^AiA^ = ± \/ — J^a^a^d^^. 

Remarque !!• — Si a^, a,, aj, a^ sont quatre quantités 
astreintes à la seule condition d'avoir leur somme nulle, l'ex- 
pression ^«1*2^12 est toujours négative. 

Remarque III. — On trouve, sans difficulté, parla même 
méthode, des résultats analogues pour le triangle. 
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TRANSFORMATION DES FORMULES. DES TRIANGLES 

Par M. A. Poulain » à Angers. 
(Suite, voir p. 110.) 



6. — M. Lemoine a utilisé sa transformation pour la Nou- 
velle Géométrie du triangle. Cette méthode, très féconde, peut 
être présentée, avec une grande généralité, de la manière 
suivante : 

Étant donné un point M dont les coordonnées barycen- 
triques relatives sont (*) 

(4) « : p : Y = A(A, B, c) : /;(A, b, G) : A(a, b, g), 

J'appelle connexe harycentrique de M, par rapport à a et aux 
angles A', B', G', dont la somme égale tt, un point M' obtenu 
en accentuant les lettres a, p, y et en faisant la transformation 
connexe sur leurs valeurs /*i(A, B, G), ... ; ce qui donne 

(5) a' : p' : / = A(A', B', G') : Uk\ B', G') : /;(A', B', G). 
Pour A' = -^A, B' = TT — B, G' = tt — G, on a la transfor- 
mation de M. Lemoine.^ 

De même, M', connexe trilinéaire de M, s'obtient en passant 
de (**) 

(6) x:y:z = Fi(A, B, G) : . . . 

(7) à x" : y' : z" = F,(A', B', G') :... 

7. — Étant donnée une ligne /*(a, p, y) = o, j'appelle ligne 
connexe harycentrique celle qui s'en déduit on faisant la trans- 
formation sur les coefficients et en accentuant a, p, y. Il y a 
de même des lignes connexes trilinéaires, etc. 

8. — On voit que : 1® Toute ligne et sa connexe harycentrique 
ou trilinéaire sont de même degré; 2° la ligne connexe eut le lieu 
du point M', connexe du point générateur de la ligne donnée. Gar 

(*) Pour pouvoir appliquer lo théorème fondamental, je supposerai 
désormais que les valeurs des coordonnées ne renferment pas de radicaux; 
sinon, certains d'entre eux devraient parfois être changés de signes, pour 
que les théorèmes subsistent. 

(•*) On pourrait considérer de même des connexes tripolaires, cartésiens 
(en traçant deux axes cartésiens dans le plan du triangle), etc. Je ne 
m'en occuperai pas. 
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si l'équation /*(a, p, y) = est vérifiée par les valeurs de 
(*)» /*(«% p\ y') = le sera par les valeurs de (5), en vertu du 
théorème fondamental, puisqu'il s'agit d'une relation entre 
les éléments d'un triangle quelconque; 3® l'homographie se 
conserve, puisque les formules de transformation subissent la 
transformation connexe (2) et restent alors linéaires. 

9- Corollaires. — /<* Si trois points sont en ligne droite, il 
en est de même de leurs connexes. Il y a un théorème analogue 
pour cinq points d'une conique. On voit déjà la fécondité de 
cette transformation. Etant donné un alignement de trois 
points, on en trouve sans calcul une trentaine d'autres (5), à 
l'aide des connexes barycentriques et autant avec les trili- 
néaires. 

Ex. : Considérons les angles tc — 2A, . . . Sachant que la 

droite qui joint G au point (cos A, . . . ) contient Ff tg —, ... ) » 

on en conclut que Talignement de G et (cos 2A, . . .) qui passe 
passé par K contient Hq (cot A, . . .). 

2° L'intersection de deux lignes a pour connexe V intersection des 
lignes connexes. 

3^ Si trois droites sont concourantes, il en est de même de leurs 
connexes, 

4^ Deux figures homologiquss se transforment donc en figures 
homologiques. 

ô^Les tangentes, étant des limites de sécantes, se transforment 
en tangentes aux points connexes. Lô calcul montre même immé- 
diatement que la polaire d'un point par rapport à une conique 
se transforme en polaire du point connexe par rapport à la conique 
connexe. 

Des lors, des droites connexes ont pour enveloppes des courbei 
connexes. 

10. — En particulier, dans les connexes barycentriques, la 
droite de l'infini se transforme en elle-même. Donc, dans cette 
transformation, des droites parallèles sont remplacées par des 
parallèles, comme concourant sur la droite de l'infini. Toute 
parabole, étant tangente à cette droite, devient une parabole. — 
Deux figures homothétiques se transforment en d'autres qui sont 
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homothétiques ; pour les connexes trilinéaires, c'est Taxe antior- 
thique représenté par x -{- y ■+■ z = o, qui se transforme en 
lui-môme. 

Dans les conneoces barycentriqueSf si deux points sont complé- 
mentaires, il en est de même des deux transformées. On a un 
théorème analogue pour les anticomplémentaires, isobariques, 
semi-réciproques, réciproques, associés à l'infini et potentiels. 

Dans les connexes trilinéaires, cette propriété s'applique aux 
points inverses, supplémentaires, anti- supplémentaires, qui 
sont définis par une relation de coordonnées trilinéaires. . 

11, — La transformation de M. Lemoine jouit, presque 
seule, de propriétés métriques remarquables. Quand on y 
passe d'une figure à sa connexe : /° la distance de deux points 
connexes s^obtient, au signe près, en faisant la transformation 
dans l'expression de la distance des deux points primitifs; 2^ on 
a une proposition analogue pour la distance d'un point à une 
droite; et 3^ pour la tangente de l'angle de deux droites. 4** Les 
angles droits se conservent. 

Représentons par a', h\ c\ S' ce que deviennent a, 6, c, S 
par la transformation. Cherchons d'abord quelles valeurs 
doivent avoir A', B', G' pour que, étant donnés deux points 
quelconques Mq, M^, de distance d, la distance d' de leurs 
connexes barycentriques soit proportionnelle à la transformée 
d" de la valeur de d ; en un mot, pour qu'on ait d^ = md"*. 
En posant d = a + 8 + y et 

(8) M = i'-P-îî, t, = I'-T5, 

on a, immédiatement : 

(9) d^ = c^u^ -H b^v* + 26cuv cos A, 

(10) d'^ = c'u^ -4- 6V» + 2 bcuV cos A. 
De (9), on déduit, par la transformation, 

(H) d"^ = cV« + b'^v'^ + 26'c'uV cos A'. 

Afin qu'on ait d'* = md"^ pour toute valeur de u et v, il 

faut et il suffit que 

..^. c* 6* hc cos A 

a* 
Ces rapports égalent — > puisque a* = 6* + c*— 26c cos A, 

a 
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ce qui, en vertu du théorème fondamental entraîne 

a'> = 6'» -+- c'^ - 26'c' cos A'. 

Les conditions deviennent donc 

a« 6» c» 
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(13) 



a 



'% 



b'^ 



En dehors de la transformation de M. Lemoine (dans laquelle 
rf'« = d"«), ces formules (12) ne semblent pas correspondre à 
des transformations intéressantes. (A suivre,) 



PROBLÈME DE PÂPPUS (*) 

Par M. Frétille, ancien élève de l'Ecole polytechnique, principal 

du Collège de Bône. 



1 . Lemme. — Etant données {fi^, 4) une circonférence, deux 
tangentes fixes à 
cette circonfé- 
rence OA et OB, 
et une tangente 
variable qui coupe 
OA et OB succes- 
sivement en C et 
D, Cl et Di, G, et 
Dj, on a : 

OA-hOB 
=.00 -hOD +GD 
=OGi-OD,+G,D, 
=:OG,+ OD,-G,D, 
et réciproque- 
ment. 

2 . Solution . 

— Soient mainte- 
nant {fvg. %) A le 
point donné sur la 
bissectrice des 




Fig. i. 



(•) Voyez, parmi les solutions récentes de ce problème, celles qui ont été 
données dans la Géométrie analytique de M. Pruvost, p. 18, et dans ce 
Journal, 1884, p. 13. 
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côtés de l'angle droit XOY, côtés que je prends pour axes; a la 
distance de A aux axes, { la longueur donnée, DAF la droite 
cherchée, a? et y les distances OF, OD. 



3r~ 



-il 




Les équations 



. a{x + y) = xy, 
(K» + y« = l\ 



donnent aisément : ce + j/ = a :£: y/a* + /*, 

xy = a{a ±: V^* •+■ ^*)' 
Le radical ayant le même signe dans ces équations, il y 
a deux couples de solutions, et seulement deux. Séparons-les. 

Premier couple : 

(i) x-hy = a + v^a* -h i% 

xy = a{a h- y/o* + 1^); 
X eiy sont tous deux positifs, s'ils sont réels. L'équation (!) 
peut s'écrire : 

Le premier membre de cette équation représente le péri- 
mètre du triangle que forme, avec les axes, la droite cher- 
chée. Le second membre représente le périmètre du triangle 
construit en prenant OB = a, OC = Z, et en menant BG. Ces 
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deux triangle sont donc le même cercle ex-inscrit, d'oii la con- 
struction suivante : Après avoir construit le triangle OBG, 
ex-inscrivez-y un cercle; puis, de A, menez deux tangentes à 
ce cercle : ce sont les droites cherchées. 

Les deux solutions se confondent quand, par suite de la 
diminution de /, le cercle passe par A. Si / diminue encore, 
A devient intérieur au cercle, et Je problème est impossible. 

Le minimum de / est donc 20/2 . 

Second couple. — Le radical ayant le signe —, a? et t/ sont 
de signes contraires. Cherchons la droite ALM pour laquelle 
X est positif et y négatif, et mettons les signes en évidence : 

X -- y = a — \/a^ -tJ!i__ 
d'où : a; — y-4-/=:a-h/ — \/a^ •+• /% 

ou: OL -« OM + LM = OB + OC - BG. 

Le second membre de cette équation est aisé à construire ; 
il représente la somme des segments 01, OK, déterminés sur 
les axes par le cercle inscrit au triangle OBG. 

Si d'ailleurs (réciproque du deuxième cas du lenime) 

OL - OM H- LM = 01 + OK, 
c'est que la droite ALM est tangente au même cercle. Donc 
les droites du second couple sont les tangentes menées, de A, 
au cercle inscrit. 

Ge second couple est toujours réel. Gar, puisque OB = a, 
BG passe entre A et 0. A est donc extérieur au triangle OBG 
et, a fortiori, au cercle inscrit à ce triangle. 

EXERCICES DIVERS 

Par M. Ang» Boutin* 

(Suite, voir p. 113. ) 



229. — Soient : 6 V angle de Brocard d'un triangle, cp t angle 
déterminé par la relation 

tg^=^tgk + tgB -\- tgC; 
vérifier les identités suivantes : 

x^ 2(1 — Ig* 9) 2 sin* ô cos 29 

> cos* A = I -f- rr-^ — , l \^ = I -»- . o / TT ' 

^d (tg cp cotg 6 — 1 )* sm* (9 — ô) 

^ . __ 2tg' 9(cotg' 6—1) _ 2 sin^ 9 cos 2 6 

2à^^^ ^ ~ (tg 9 cotg Ô - i;» " sin« (9 - 6) ' 
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cos 2A siû* A = 
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2 tg 9 (2 tg 9 — COtg 4- tg 9 COtg* ô) 



COS 2A COS* A = 



(tg9C0tgÔ - I)* 
3 — 4 tg* 9 -h tg* 9 COtg* Ô 



2 

Vsin A cos (A — B) cos (A — G) = 



(tg 9C0tgô - i)'' 

sin Asin(A - B) sin (A - G) = % 9(tg 9 colg - 9 , 

(Ig ? cotg — i)* 
tg 9/3tg 9 cotg + 5) 



2 



cos 



(tg 9 cotg ô — 1)* 
^ / V / tg cote: 0—1)* 



Vcos A cos (A — B) cos (A — G) 

■-2 



(tg 9 cotg — 1)' 
_ 4 tg* 9 — tg 9 cotg ô — 3 

~ (Ig 9 cotg Ô ~ 1)* 



cos B cos G _ tg* 9 — 2 — tg 9 cotg ô 



cos (B - G) i -h 
^cos* (B - G) = — 

^sin* (B - G) = 



2tg* 9 4- tg 9 colg 
4tg*'9 + tg* 9 cotg* Ô 



(tg 9 cotg ô — ))* 
2 tg 9(tg 9 cotg* ô — 3cotg e — 2tg 9) 



i) 



(tg 9 cotg ô — l)* 
2tg 9 sin X(cotg X cotg Ô - 

tg 9 cotg Ô — I 
tg9siu*A(3cotg*X+2Cotg>vCotg6-hi) 



y^sin A sin (A + X) = 

ysinA8in(B+X)sin(G-f-X)= ^ , 

^^ Ig 9 cotg — I 

195 (*). — X, , yi, Zj ; x,, y^, Zj ; x,, ya. z„ étant les coordonnées 
normales de trois points : M,, M,, M,; le lieugéométrique^ quand X 
larie^des points dont les coordonnées normales sont : 
X y z 



^1 



Z4 -h AZ, 4- A*Z, 



Xxa 4- X*X5 yi 4- Xy, 4- X^y, 
^5/ une conique tangente aux droites M^Ma, SfjMj, la corde des 
contacts étant M^Mj. 

L'éllmlDation de X entre les équations données, conduit à 

l{^?y — y3X){o0iZ — ZiX) — (x^y — yiX){XiZ — z^x)] 
X [i^iV — yiX){XiS — g^x) — (x\y — yyxix^x — z^x)'\ 
— [{x^y — y3x)[x,z — z^x) — {x,y — 2/,aj)(a?33 — z^x]]^ 



ou 



X 

Xa 

X-\ 



y 


% 




X 


y 


z 


y% 


z^ 




^1 


2/1 


z 


2/3 


23 




a;. 


2/a 


z 



X 


y 


X, 


2/1 


^3 


Vz 



z 



196. — Le centre de l'hyperbole de Kiepertj le milieu de ûQ', 
et le centre du cercle des neuf points sont en ligne droite. 

(•) Nous rétabl ssons ici trois exercices qui auraient dû figurer après 
Texercice 194 dans le numéro de novembre 1891 et qu* une erreur de mise 
en pages a fait oublier. 
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197- — Distances du centre du cercle circonscrit ^ aux points du 
groupe de Nagel. 

On trouve : Ova = R 4- 2r', 

Ov; = RH-2r", 

Ovc = R + 2r'". 
On peut remarquer la relation 

Ov + Ova + Ovb 4- Ovc = 12 R. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 



(SESSION D'AVRIL 1892). 

1. — 10 Étant donnes un cercle G, de rayon R, et deux tangentes PA, 
PB faisant entre elles un angle APB égal à a ; calculer le rayon x d'un 
cercle tangent extérieurement au cercle G et touchant les droites PA.PB. 

Examiner le cas particulier où a = 60». 2» Démontrer que des forces 
en nombre quelconque appliquées à un corps solide peuvent se réduire 
à 2 ; Tune d'elles passant par un point arbitrairement choisi sur le corps. 

2. — 1° Détermmer les valeurs de x pour lesquelles Texpression 

X* + 4.T -h 3 

X* — X -\- 2 
est égale à une quantité donnée m? Gombien y a-t-il de solutions? La 
quantité m a-t-elle un maximum ou un minimum ? 
2"* Ëpure de la distance d'un point à un plan. 
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Premières leçons d'algèbre élémentaire. ~ Nombres positifs 
et négatifs. — Opérations sur les polynômes, par Henri Padé, 
ancien élève de l'École normale supérieure, professeur agrégé de l'Uni- 
versité ; avec une préface de Jules Tannery, sous-directéur des étydes 
scientifiques à l'École normale supérieure. — Librairie Gauthier- Villars 
et fils, un volume in-8» ; 1892. — Prix : 2 fr. 50 c. 

M. Padé s'est proposé de donner une nouvelle théorie des nombres 
négatifs. Quel reproche peut-on faire aux théories enciennes? Il est 
regrettable que l'auteur ne le dise pas. Gertaines d'entre elles étaient rigou- 
reuses et cependant plus courtes. D'après le nouveau système, il faudrait 
aux élèves un volume entier pour apprendre les quatre premières règles. 

La définition des nombres positifs et négatifs (p. 5) nous semble trop 
générale. Voici cette définition : « GonsidéroDs la totalité des nombres, 
c'est-à-dire tous les nombres rationnels et irrationnels, et affectons cha- 
cun d'un indice, l'indice p; nous dirons alors de chacun d'eux qu'il est 
un nombre positif. » Le nombre négatif se définit de môme, rien qu'en 
mettant l'indice w, ce qui ne nous apprend rien sur sa nature. 

Les commençants se demandront peut-être pourquoi on se contente de 
deux iniiccs, et à quelles grandeurs on compte appliquer ces nombres. 
Rien, dans les définitions, n'oblige ces grandeurs à appartenir à deux sens 
opposés et nous n'apercevons pas clairement l'utilité d'une telle généralité. 

La table des matières reproduite ci-dessous donnera une idée de l'en- 
semble de cet ouvrage qui, nous devons le dire, a reçu, en dépit de la 
critique légère que nous croyons devoir lui faire ici, de hautes approbations. 
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TABLE DES MATIÈRES 

Préface. Introduclion. — Chapitre I. — Les nombres positifs et 
négatifs. — Propositions empruntées à t arithmétique. Démonstration de 
quelques propositions relatives à l'addition et à la soustraction arithmé- 
tiques. — Premières définitions. Nombres x)Ositifs et négatifs, zéro. Valeur 
absolue, nombres égaux, inégaux, symétriques. — Addition et soustraction, 
DéâDition et notation. Sommes symétriques. Définition de la somme de 
plus de deux nombres. Elle ne dépend pas de Tordre dans lequel on les 
considère. On peut remplacer des termes par leur somme effectuée. 
Addition d^une somme. Propriété spéciale au nombre zéro. Différence de 
deux nombres. Notation. Conséquence pour la représentation d*un nombre 
et de son symétrique. Addition et soustraction d'une somme. Notation 
usuelle des nombres positifs et négatifs. Nombre plus grand, plus petit. 
Les nombres positifs nuls et négatifs forment une suite continue illimitée 
dans les deux sens. — Multiplication et division. Produit de deux nombres, 
notation. Produit de plus de deux nombres, propriétés. Notation des 
exposants. Propriété spéciale au nombre un. Quotient de deux nombres, 
notation. Propriétés des fractions algébriques. Remarque sur le sym- 

a 
bole -> pour 6 = 0. — Propriétés où interviennent à la fois les deux ordres 
b 

d'opérations. Multii)lication des sommes, mises en facteur. Nouvelles 
propriétés des fractions algébriques. — Représentations des grandeurs con- 
tinues à deux sens inverses l'un de Vautre. Mesure d*une grandeur quel- 
conque. Grandeurs susceptibles de deux sens inverses, leur représenta- 
tion pour les nombres positifs, nuls et négatifs. Nouvelles définitions de 
l'égalité et de la somme pour ces grandeurs; formules de Môbius. Théo- 
rème des projections. Généralisation. Correspondance univoque entre les 
points d'une droite et l'ensemble des nombres. Formule da mouvement 
uniforme — Chapitre II. — Les polynômes. Définitions. Expression algé- 
briques, valeur numérique. Equivalence. Monôme, forme générale, 
monômes semblables. Polynôme, polynôme réduit, polynômes identiques, 
polynôme identiquement nul, degré. — Applications aux polynômes des 
opérations fondamentales. — Application aux polynômes des propriétés d^s 
sommes. Réduction de Teusemble des polynômes. Introduction des 
polynômes ordonnés. Addition et soustraction des polynômes ordonnés. 
Multiplication de deux polynômes ordonnés, remarques. Multiplication 
de plus de deux polynômes ordonnés, possibilité d'intervertir Tordre des 
facteurs et d*en remplacer par leur produit effectué. Divis^ion des 
polynômes ordonnes. Quotient, reste de la division. Décomposition dun 
polynôme ordonné en facteurs du premier degré. Un polynôme ordonné 
équivalent à zéro est identiauement nul. Si deux polynôiûes ordonnés 
sont équivalents, ils sont iaentiques. Conséquences. Polynômes à un 
nombre quelconque de lettres. X. 

QUESTION PROPOSÉE 



427. — Le cercle de Brocard et le premier cercle de 
Lemoine sont concentriques. (Brocard.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPAIMERIB CKKTRALB DBS CHEMINS DB FBR. — IMPRUBRIB CHAIX. 
RUB BBROBRB^ 80, PARIS. — 11i($4-5-92. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernés. 

[Suite, voir page 121.) 



6. — les symétriques Wa, W5, Wc de W relativement à BC, 
CA, AB sont respectivement les isogonaux de A, B, G relative- 
ment aux triangles WBG, WGA, WAB, où W est Visogonal 
de W. Us sont aussi les conjugués de v', relativement à ces 
triangles. 

Si A„ B„ G, sont les angles de W'BC, les angles de WBG 
sont A — A, , B — Bj , G — G,. Geux de WaBG sont donc 
A,— A, B,— B, G,— G. Et, par suite, Wa et A sont isogonaux 
relativement à W'BG. 

En second lieu, W étant le conjugué de Va relativement à 
la circonférence vBG, son symétrique Wa , par rapport à BG, 
est le conjugué du symétrique v' de Va relativement à la cir- 
conférence symétrique de la circonférence vBG, c'est-à-dire 
relativement à la circonférence W'BG. 

7. — On peut détacher de ce qui précède cette propriété 
curieuse et générale, qui n'emprunte à la géométrie du 
triangle que la notion des points isogonaux : y° Si v est un point 
quelconque du plan du triangle ABG, Oa te centre du cercle vBG, 
Ra son rayon, v' Visogonal de v, Va le symétrique de V relative^ 
ment à BG, les deux droites Ov', OaVa ^e coupent en un point W 
tel que Ov',OW=R« et Oawl OaW=H^; et la circonférence WBG 
divise 00a harmoniquement. 

8. — 2^ Les isogonaux M', N' de deux points M, N complémentaires 
relativement à un point W sont complémentaires relativement au 
point v', conjugué de W; le point directeur du nouveau système 
est Visogonal W' de W. El les points doubles sont les isogonaux 
des points doubles du système W. 

Les deux parties de la proposition sont évidentes. Il est à 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉM. — 1889. 7 
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remarquer qu'elle est la généralisation du théorème que les 
isogonaux des deux points conjugués sont isoptiques. Il suffit, pour 
obtenir ce cas particulier, de supposer W en 0. Quelques 
mots d'explication sont nécessaires; concernant les points 
doubles de ce cas particulier. En général, si X, [a, v sont les 
coordonnées angulaires de W, celle des points doubles w, Wa , 

0)5, «et sont - > - 1 - (choisis de façon que - -j- !- + - = o). 

222^ 222 ' 

XWfJLTCV TcXuLTrv 

-, - + L, --4--; --f--> -y --*--; 

22222 2222 2 

2 2 2 2 2 

Quand W est en 0, ces coordonnées deviennent 

A, B, C; A, - -h B, ^ + G; !! h- A, B, - + G; 

2 2 2 2 

- -h A, - -4- B, G. 

2 2 

Les trois premières donnent un point arbitraire de circonfé- 
rence ABC, dont risogonal est un point quelconque à l'infini. 
Les trois suivantes donnent le point A considéré comme situé 
à l'extrémité du diamètre AS, dès lors, il a pour isogonal Ha. 
Et de même les trois suivantes donnent le point B, extrémité 
du diamètre de BS', l'isogonal est Hb. Et de même pour les 
trois dernières. 

Corollaire. — Si W et v' sont deux points conjugués quel- 
conques^ W, v leurs isogonaux (qui sont isoptiques); p| désignant 
le rayon du cercle circonscrit aux podaires de ^ et W, et p 
celui des podaires de v et v', on a vW. v'W = Lp.pi . 

En effet, dans le système des points complémentaires rela- 

AW vW 

tivement à W, on a (5) r--7 = , et dans le système v' 

At^' d'W 

7r== = . Donc vW.t;'W = 4p.pi. Si Wa et Ua senties 

AW 2pi 

symétriques de W et v' relativement à BG, 2p = Wa et 

2p4 = W Wd . La relation peut donc s'écrire 

14® Nous terminerons par la généralisation de la seconde 
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forme du théorème préliminaire relatif aux points isoptiques 
(§ XXII bis). 

Théorème. — m» m' étant deux points isogonaux qvslconques, 
leurs transformés M, M' relativement à un triangle EBG ou E ^5/ 
arbitraire et dont les angles a, p, y sont, dans ce triangle, complé- 
mentaires relativement au point qui aurait pour coordonnées 
angulaires, relatives à EBG, 2a — A, 2p — B, 2y — C. 

Car les angles des triangles mBC, m'BG ayant, par hypo- 
thèse, pour sommes A, B, C, les coordonnées angulaires de M 
et M' relativement à EBG ont pour sommes 2a — A, 2p — B, 

2Y-G. 

On retrouve le cas particulier des points isoptiques en 
faisant 2a = A, 2p = B, 2y = G, c'est-à-dire en prenant pour E 
l'un quelconque des centres des cercles tangents aux côtés 
de ABC, Si Ton prend pour E l'un des neuf points définis 
par 3a = A, 3p = B, 3y = G, les points M, M' seront complé- 
mentaires relativement à l'orthocentre de EBG. 

NOTE COMPLEMENTAIRE SUR LES POINTS ISOPTIQUES 

Dans l'exposé de la transformation de M. Schoute, fait dans 
ce journal par AI. Vigarié, la seconde construction des points 
jumeaux ou isoptiques (rectifiée J.E., novembre 1891, p. 256), 
revient à ce théorème : Lorsque deux points M^, N^, sont isogo- 
naux relativement au triangle HaH^Hc, les inverses M, N de ces 
deux points relativement à l'orthocentre H pris pour pôle, avec 
une puissance d'inversion égale en grandeur et signe à HA.HHa, 
sont isoptiques. 

Ce théorème peut être généralisé comme il suit et démontré 
par la seule considération des angles définis à /ctu près. 

Théorème. — Si, prenant pour pôle d*inversion un point 
arbitraire v du plan et une puissance d'inversion arbitraire 'uS, 
positive ou négative, on construit un triangle A^BiG^ inverse du 
triangle ABG, et que M^, N^ soient deux points isogonaux rela- 
tivement à ce triangle, les inverses M, N de M^, N^ sont complé- 
mentaires relativement au point W qui est, relativement à ABG, 
le conjugué de Visogonal de v. Si v est en H, M, Ti sont isoptiques. 
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Lemme. — M e^ M^ étant deux points inverses relativement 
à V, a, p, Y les coordonnées angulaires de M relativement à ABC, 
<*i» Pi» Yi ^^fe* ^^ ^1 relativement à kfifi^^ et X, (a, v celles de v 
qui sont les mêmes pour ABC et AiB,Gi, on a a + a^ = X, 

p -h pj = jA, Y 4- Yi = V. 

De régalité vB.vB^ = vM.vM^ 

il suit que BB^MM^ est inscriptible et (MB . MM^) = (B^B . B^Mi). 
Pour la même raison 

(MC.MM,) = (CiC.CiMi). 
D'où par différence 

(MB.MG) = (BiB.GiG) - (MjBi.MiGO, 
ou a + a^ = (BiB.G^G) = (vB.vG) = l. 

Ainsi CL -\- cLi = \ ^ -h ^i = [t., Y + Yi = ^* 

Remarque. — En appliquant ce lemme aux points inverses 
A et Al, B et B^, G et G^ et en désignant par Aj, B^, G^, les 
angles du triangle A^B^Gi, on a A + A| = X, B + B^ = fx, 
G + Gi = Y- 

Revenons au théorème, et appelons a', p', y' les coordonnées 
angulaires de N relativement à ABG, aj, p[, Yi celles de N 
relativement à AiB^G,. D'après le lemme a + a^ = X et 
a' + ai = X. Donc (a •+- a') -+- (a^ -h ai) = 2X, etc. Si donc 
Mj, Ni sont isogonaux relativement à AiBiCj, comme alors 
a^ 4- «1 = Al = X — A, il en résulte a h- ai = X + A et de 
même p + p' = (x + B, y + y = '^ -+* G. Mais X 4- A, [jl -h B, 
V H- G sont les coordonnées angulaires relativement à ABG 
du point W, conjugué de Tisogonal de v. Donc M et N sont, 
daus ABG, complémentaires relativement à W. Le point direc- 
teur du système est le pôle d'inversion v. 

Quand v est en H, X, (jl, v étant égaux à — A, — B, — G, 
on a a + a' = 0, p H- p' = 0, y + y' = 0> les points M, N 
sont isoptiques. Ou bien eucore v étant en H, son isogonal 
est en 0, et le conjugué de cet isogonal W est à l'infini ; 
M, N complémentaires relativement à un point à l'infini sont 
isoptiques. 

Propwété. — Vinverse Wj du point W coïncide avec Vtsogo- 
nal de v relativement à AiBiGi . 

Gar les coordonnées angulaires de W dans ABG étant A + X, 
B + |x, G -h V, celles de son inverse Wi sont, relativement 
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à AiB^Ci - A, - B, - G ou A^ - X, Bj - ja, G^ - v, 
donc Wj est Tisogonal de v relativement à AiB^Ci. 

De là Nouvelle démonstration du théorème que deux points M, N 
complémentaires relativement à W dans ABC, sont aussi compté^ 
mentaires relativement à W dans chacun des triangles vBG, vGA, 
vAB. 

Il suffit d'établir que la somme des angles sous lesquels de 
M et N on voit l'une quelconque des droites Ar, Bv, Gv est 
égale à l'angle sous lequel la même droite est vue de W. 

Le quadrilatère inscriptible AA^MM^ donne 

(MA.Mv) = (AiVi.A.Mi), 
et de même (NA.Nv) = (AiV-A^Ni). 

D'où en appelant A Tune des bissectrices de l'angle MiA^N^ 
(MA.Mv) -♦- (NA.Nv) = 2(Ait;, A). Or puisque M^, N^ sont 
supposés isogonaux dans A^BiGj, A est aussi bissectrice de 
l'angle B^A^Gi, ^t comme l'isogonal de v dans A^B^Gi, est Wj, 
2(Ait;.A) = (AiV.AjWi). Mais dans le quadrilatère inscri- 
ptible AA^WW, (AiU.AiWi) =(WA.Wt;). Donc, ainsi qu'il 
s'agissait de le démontrer (MA.Mv) 4- (NA.Nv) = (WA.Wv), 
On prouverait comme plus haut que A, B, C, so t les points 
directeurs, relativement à vBG, vGA, v\B, 

Problème. — Etant donné un point M, construire le point 
N complémentaire du premier relativement à un point donné W 
et construire les points o), Wa, Wb, Wc qui sont leurs propres com- 
plémentaires. 

Ayant construit v et par suite A^ B^ G^, on prend l'inverse 
M| de M, l'isogonal N^ de M^ relativement à A^B^Gi, ^^^^ point 
cherché N est l'inverse de Nj. 

Quand M est en un des points doubles a>, N y est aussi. Donc 
Ml et N| coincident. De sorte que les quatre points doubles 
sont les inverses des quatre cercles tangents aux côtés de 
A^Bfi^. Si 0)', iûa sont deux de ces centres en ligne droite avec 
Aj, leurs inverses a>,(i>a sont sur une même circonférence avec 
v et A', et de même (05, 0)^, et ces deux circonférences sont 
orthogonales puisque les deux droites Aico^col, A^cobCDc le sont. 
Comme od' et col sont sur une même circonférence B^Cj, ainsi 
que (Ob et a)« et que ces quatre circonférences sont orthogonales 



ISO JOURNAL DE MATHÉliÀTIQUES ÉLÉMENTAIRES 

entre elles et respectivement orthogonales aux droites Aito'w^, 
AiwioDc, de même w, Wa seront sur une même circonférence 
avec BC, ainsi que (05 et o>c et ces circonférences seront 
orthogonales entre elles et respectivement orthogonales aux 
circonférences Avaxoa, AvootcDc. 

Dans le cas oh v est en H, et ou A^, B^, C^ sont en Ha, Hb, 
Hc, les centres des quatre cercles tangents aux côtés de HaHô 
Hc sont A, B, C; les quatre points qui sont leurs propres isop- 
tiques sont donc un point à Tinfini et les pointa Ha, H5, Hc. 

D'une manière générale, le théorème permet de transfor- 
mer toute propriété relative aux points isogonaux M^, N^ en 
une propriété relative aux points complémentaires M, N, et 
comme cas particulier, aux points isoptiques, et réciproque 
ment. Nous nous bornerons à un exemple qui vise la propriété 
la plus remarquable. Admettant le théorème sur le lieu du 
centre de tout couple isoptique, qui est le cercle HaH^Hc, nous 
voyons qu'il en résulte par inversion que le lieu du point har- 
moniquement opposé au centre de Vun des quatre cercles tangents 
aux côtés d'un triangle relativement à tout couple isogonal de ce tri- 
angle est le cercle qui passe par les trois autres centres ; et de là, 
par une nouvelle inversion, nous concluons que dans un sys- 
tème de points complémentaires , le lieu du point harmoniquement 
opposé à Vun des quatre points doubles relativement à tout couple 
de points complémentaires, est le cercle qui passe par les trois 
autres points doubles. 

La démonstration qui a été donnée du théorème et qui 
repose sur l'égalité (a + a') + (a^ + aï) = 2X, et deux autres 
pareilles, conduit à un théorème plus général. 

Théorème. — Se M^, N^ sont complémentaires relativement à 
un point Uj dans Aj B^ G^, leurs inverses M, N sont complémen- 
taires relativement à un certain point U dans le triangle ABC, et 
les points directeurs U|, u des deux systèmes sont inverses Vun 
de Vautre, Quand Ui est en v, il en est de même de U. 

Soient Z^, m^, n^ les coordonnées angulaires de Ui dans 
AiB^Ci. On a a^ 4- cl[ = l^, Pj + ^[ = m^y y^ 4- yi = n^. Et par 
suite a + a'= 2X — /i, p + p'= 2[^ — Wi, Y 4- y'= 2v — %. Donc 
M, N sont complémentaires relativement à un point U, dont 
les coordonnées angulaires /, m,n, relatives à ABC, sont don- 
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nées par Z -4- i^ = 2X, m -h m^ = 2fA, n -4- «^ = 2v. Le point di- 
recteur Ui du système Ui étant Tisogonal du conjugué de Ui 
dans AiBiGi, ses coordonnées dans ce triangle sont l^ — A^, 
m^ — Bi, rii — Cl. Et dans ABC, celles du point directeur u 
sont i — A, m — B, n — G. Le« coordonnées de w, et u ayant 
pour somme X, |ji, v, les points u^ et u sont inverses l'un de 
l'autre. Quand U^ est en v, i^, mj, n^, sont égaux à X, ja, v; 
donc /^Win sont aussi égaux à A^iiiiv et U coïncide également 
avec V. 

Il est clair que les points doubles o), wa, Wb, Wc du système 
Û sont les inverses des points doubles tù\ b>l, o>5, a>é du systè- 
me Uj car lorsque Mj et Ni coïncident, leurs inverses M, N 
coïncident aussi. 

Cas particulier — Si Mi, Ni sont conjugués relativement à 
AiBiC,, leurs inverses M, N sont conjugués dans ABC. 

Par hypothèse ai + aj = 2Ai, pi + gi = 2B1, yi -h yi = 2C1. 

Donc a 4- a' = 2X — 2A1 = 2A, p + p' = 2B, y + y' = 2G. 

Ou encore le point directeur u^ étant alors sur la circonfé- 
rence AiBiCi, le point directeur u est sur la circonférence 
ABC qui est l'inverse de la première, et par suite, le système 
U est formé de points conjugués. 

Remarque. — On peut prendre pour Ai, Bi, Ci les points ou 
Ai;, Bv, Ci; rencontrent la circonférence ABC. Dans ce cas, on 
voit que si l'un des systèmes u, u^, et par suite aussi l'autre, 
sont formés de points conjugués, ils se trouvent conjugués 
relativement au même cercle ABC. (A suivre.) 



TRANSFORMATION DES FORMULES DES TRIANGLES 

Par M. A. PoulaiD, à Angers. 
{Suite et fin, voir p. 110.) 



12. — Un raisonnement analogue conduit à la formule don- 
nant la distance d'un point à une droite. On part de la formule 

(14) d= 2S(fa 4- mp 4- n,) 

d= (T v/6'(/-m)»+c*{n— /)»+26c(/-w)(n— QcosA 
La transformation de M. Lemoine donne encore d'* = d"*. 
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13. — De même, pour l'angle V de deux droites, on part 
de la forajule 

OS) ^:-r 2S I . / M 

± v/Sa*//i — Jjbc{mni + nm^) cos A 

On retrouve les conditions (12). Pour la transformation de 
M. Lemoine, tg V = ± tg V et les angles droits se con- 
servent. 

14. — Toutefois, quand il s'agit de connexes barycentriques 
et qu'on veut savoir ce que devient^ même au point de vue du 
signe, le rapport de deux segments situés sur la même droite 
ou sur des droites parallèles, il suffit de faire la transformation 
dans l'expression qui donne ce rapport. 

Car soient d, D deux segments parallèles ; ^o > ^i l^s 
coordonnés normales absolues des extrémités du premier seg- 
ment; V Tangle des deux droites avec CA. 

On a 

(16) d sin V = ^1 — ^0 = T- ^ ' D sin V = — U. 
D'où 

Mais, de (il) la transformation connexe déduit 

(19) D^' = ïr' ^^^ (2<>) D^^F'* 

Il suit de là que, pour tous les connexes barycentriques : 1^ les 
valeurs des nouveaux rapports anharmoniques de points, et par 
là même de droites, se déduisent des anciens au moyen de la 
transformation; 2^ Vinvolutùmse conserve, puisque le point cen- 
tral donnait un produit de deux rapports qui égalait l'unité 
et que cette valeur se conserve. 

» 

15. — De la définition des points conneoces barycentriques, 

on peut déduire la transformation à faire subir à leurs autres 
coordonnées. Si les coordonnées normales relatives sont 

(21) x:y :z = Fi(A, B, G):..., 

il faut remplacer les valeurs Fi(A, B, G), . . par leurs transfor^ 
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mées Fi(A', B', G'), ... ; seulement x, y, z doivent Vélre par —j- > 

a 

by' cz 

-¥' T' 

En effet, les relations (21) peuvent s*écrire 

(22) ax:by:cz=^ àF^{k, B, G) :. . ., 
ou 

(23) a : p : Y = àF^{k, B, G) : . . . 

Donc, d'après la définition de a^ . . . ces relations se trans- 
forment en 

(24) a' : p' : Y = a'Fi(A.', B', G') : ... , 
ou 

(23) ax' : by' : cz' = a'F,(A', B', G):. . 

16. — On verrait de même que si la courbe est donnée en 
coordonnées normales, il faut pour avoir sa connexe bary^en- 
trique, opérer sur a?, y. z suivant la règle précédente. 

Pour d'autres systèmes de coordonnées, il est facile d'obte- 
nir les nouvelles valeurs, mais il n'arrivera pas toujours 
qu'elles se déduisent des anciennes par des règlesaussi simples 
que les précédentes. 



PROBLEMES DE LA GEOMETRIE DU TETRAEDRE 

Par M. Mj» Bénézech. 



1. — Étant données les coordonnées quadripolaires (AjXgX'g^'^) 
(Xi'XgXgX^) de deux points M'M', par rapport au tétraèdre de réfé- 
rence A^AjAgA^; trouver V équation barycentrique d'un flan 
perpendiculaire à la droite qui joint ces points, 

Soient «j, ttj, «5, «4 les coordonnées barycentriques d'un 
point quelconque M du plan. On peut écrire, d'après une for- 
mule fondamentale de la théorie du centre des distances pro- 
portionnelles (Voir /. E,y 1890, p. 14S), les deux équations 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1839. 7. 
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d'où, en retranchant» 

Or, si Ton appelle «o le milieu du segment M^M'^ et q le 
point oli la droite M'M' perce le plan Q, on a, en tenant compte 
des signes, 

L'équalion précédente devient donc 

2a,(X? - X?) = 2\^oijWW. ^. 
C'est, évidemment, l'équation cherchée. Elle est de la forme 

2jaj(X'2 - x;'*) = k2àai^. 
Autre solution. — Si pi, j9„ p,, p*. p représentent les dis- 
tances algébriques des sommets du tétraèdre de référence et 
du plan Q au plan mené par o), perpendiculairement à M'M', 
on a, d'après une autre formule connue, pour tout point 
M(aiaja,a^) du plan Q, 

ou bien, à cause des égalités 

x;2 - x;'2=2M'M'.pi, x;2 - x;;^ = 2M'M\p„ etc., 

2i-a,(X;^-X7) = 2\2-ajMW. ^, 
équation demandée. 

Remarque. — Il est à peine besoin d'ajouter qu'on résout, 
d'une façon identique^ le problème analogue, de la Géoinétrie 
du triangle : trouver Véquation barycentrique dune droite^ 
connaissant les coordonnées tripolaires de deux points dune 
autre droite, perpendiculaire à la première (*). 

2. — Étant données les coordonnées barycentriques absolues 
(ai, a2, as, ai)(ai, a2, ag, a'i) des centres 0', 0' de deux sphèi^cs, de 
rayons p', p"; déterminer les coordonnées barycentriques de leurs 
centres d'homothétie. 

(*) C'est la question proposée dans le Journal de Mathématiques spéciales, 
sous le n^ 338, par M. Poulain. 
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1® Centre d'homothétie directe. — Considérons un plan quel- 
conque passant par deux points homologues M^ M'' des deux 
sphères, par rapport au centre d'homothétie considéré. 

Soient Piyp^, Pt^P^ ^^s longueurs algébriques des projetantes 
parallèles aux rayons homologues O'M^ O'M' des sommets 
A^, A„ A,, A4 du tétraèdre de référence. 

D'après une propriété connue, relatif au centre des distances 
proportionnelles, on peut écrire les relations : 

«îpi 4- aj'p, -H aap, + aip* = Vp', 
«ïpi + a2p, + aap, -h aip^ = Vp', 
V désignant le volume du tétraèdre de référence. D*oîi : 
(aiV- ai'p>^*»- (aa'p'- a2p')Pa+ («sp'- a3p')P«+ («4?'- a4p')P4= o. 
Or, comme on a, pour tout point («lOttas^'^*) du plan considéré, 

la relation précédente montre que le point, dont les coordon- 
nées barycentriques sont : 

(«ip — «ip)» («ap — a2p), («3? — «sp), (a4p — «ip) 

est sur le plan. De même ce point se trouve suc les autres 
plans passant par deux points homologues des deux sphères 
par rapport au centre d'homothétie directe ; il coïncide donc 
avec ce centre d'homothétie. 

2® On démontre, d'une façon analogue, que les coordonnées 
barycentriques du centre d'homothétie inverse sont : 

(ap -h api ), (aap + agp ) ... ; 

car, dans ce cas, des deux relations : 

«iVi -♦■ «2/?» + aapa + aip^ = Vp', 
«iPi •+- aïp, 4- 4P9 + «i'Pi = — Vp', 

on tire (aip' + a'/p') -f- . . . = o. 

Application. — Il est bien évident qu'on a des formules 
semblables pour la Géométrie du triangle. Déterminons, par 
exemple, les coordonnées barycentriques des centres de simi- 
litude, externe et interne, S', S', du cercle inscrit et du cercle 
circonscrit au triangle de référence ABC. 
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Les coordonnées de S' sont 

( - arR — - aRr cos AA i [- 6rR 6Rr cos B] > 

(- crR cRr cos G) ; 

ou bien : a(i — cos A), 6(i — cos B), c(i — cos G); 

a sin' — , b sm" — , c sin" — • 

2 2 2 

Les coordonnées de S" sont : 

a{i 4- cos A), b{i -4- cos B), c(i -h cos G), 

ou a cos" — , 6 cos* — , ccos*— • 

2 2 2 

On trouve, également, que les coordonnées barycentriques 
des centres de similitude externe et interne Sa, Sa des cercles 
circonscrit et ex-inscrit dansTangle A au triangle ABG sont: 

a ... — a cos* — , sm" — , c sin* — > 

2 2 2 

S" ••'^ I..R • ^ 

a ... — a sin* — , ôcos' — , ccos*— • 

2 2 2 



EXERCICES ECRITS 

Par M. A. Boatin. 



230. — On considère un point M du plan d'un triangle ABG ; 
les droites AM, BM, GM, rencontrent la circonférence circonscrite 
en Al, Bi, G^. On projette A^ en a^ sur BG, G^ en C| sur AB, Bi 
en bi sur AG. Déterminer le lieu de M, de manière que les droites 
Aai, Bbj, Gci soient concourantes. 

Soient o^i, s/i, «i, les coordonnées normales de M. Ai étant à Tinteraec- 
tion d« AM, et du cercle circonscrit, on a 

î/t ~ «1 "" oy»«i 

L*équation de la perpendiculaire abaissée de A4 sur BG est ; 
5i cos G— y, cos 'B){bMi + Ci/,)a5-f- 6*,(«j -4- y^ cos A)y— cyj(y|-|- *, cos A)a==:o, 
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d'où pour réquation de Aa^, 

y __ cyi(yi + 3r« cosA) 

X ~~ 6«j(«i 4- Vi C08 A) 

La condition de concours des trois droites analogues est : 

( Vi + gj cos A)(»| H- a?i cos B)(a?| -h yi cos C ) __ 

(^i -+■ Vi cos A)(aji 4- »j cos B)(î/| -h Xi cos G) ~ ' 

ou, en supprimant les indices 

2aj(2/* — a*Xcos A — cos B cos C) = o. 

Cette équation représente la cubique des inverses, relative à ranti<« 
complémentaire de Torthocentre. 

235. (*) — A, B, C, étant les angles (Tun triangle ^ on a 

sId' a 

sin A sin B sin C £ cos* A :s cos A cos B cos G S • 

cos A 

236. — Sommer la suite : 

S = i*.2*-h 2*.3« + 3«.4« +..'. + n«(n + i)». 
On trouve aisément : 

15 

237. — Soient M un point, AiB^d son triangle pédal; le 
cercle circonscrit à A^B^Gi coupe chacun des côtés du triangle de 
référence en un second point A^B^C, tels que les droites AAj , BB, , 
ce, , sont concourantes. 

Le cercle 

Sa^py — (a H- p 4- y) (Xa H- H-P -H vy) = o 
passant par A^, Bi, G|, on a : 

o^PiYi - (Pi + Yi) Mi + vyj = o 

P^aiYi — («1 + Yi) (Xai 4- vy,) = o 

c«aiP, - (a, + Pi) (Xa, + M = ; 
(<^i ) Pt 9 Yi) étant les coordonnées barycentriques de M, on en tire : 

1/6* c* CL* \ 

X = — / 1 \ 

2as| I , I I I I II 

^«1 Yi «1 Pi Pi Y/ 

deux équations analogues pour (jl et v. 
Il en lésulte que si on pose, pour abréger, 

X — —» — — > ~-^> 

~2a/ ^"~2Pi' ^""2y/ 

(*) Les questions 231-234 sont publiées dans le numéro du J. 5. de ce 
mois. 



158 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

l'équation de AA, est 

pB = yG, 

et les droites AA,, BB, concourent au même point 

aA = pB = yC, 
qui est le réciproque de Tanticomplémentaire du point 

«(Pi +ïi) _ P(«i + ïi) _ Y(ai + Pi) , 

o'Piïi &*aiTi c'aipi 

238. — Dans un triangle, on considère un point M, son triangle 
podaire A'B'C; par A', on mène une parallèle à AB, par B' une 
parallèle à BG, par C wne parallèle à AG. Déterminer le lieu de 
M, de manière que ces parallèles soient concourantes. Même ques- 
tion si, par A', on mène une parallèle à AG; par B', une parallèle à 
AB; par G', une parallèle à BC. 

Soient x', y\ s\ les coordonnées normales de M, les équations des 

parallèles considérées sont : 

j2 = 2' H- rc' cos B, 

• 1/ = y' + y cos A, 
x=:a/-i-y' cos C, 
Pour qu'elles concourent il faut : 

aa? + &y + c» = 2S 
d'où c cos B x' -ha cos G y' + & ces A «' = o. 

et dans le second cas 

h cos G a;' -h c cos A y' -h a cos B s' = o 

On peut remarquer que ces lieux sont deux droites arallëlcs entre 

elles et au diamètre de Brocard OK, si on cherche la distance de O -à 

chacune d'elles, on constate que ces droites sont symétriques par rapport 

à et par suite à égale distance de OE. 

Si on cherche les lieux des points de rencontre des parallèles, on a : 

xf z=zx — y cos G H- « cos A cos G, 
\f ^=y — z cos A + a? cos A cos B, 
«' = jï — a; cos B + y cos B cos G, 
d'où, en coordonnées barycen triques : 

a cotg B -+• p cotg G + Y cotg A = o. 
On aurait de môme dans le second cas 

a cotg G + p cotg A H- Y cotg B = o. 

239. — On considère un triangle équilatéral ABG; par un 
point M de la circonférence circonscrite on mène des parallèles 
aux côtés. Ces parallèles rencontrent les côtés en six points qui 
sont trois à trois sur deux droites. L'angle de ces deux droites est 
de 60° quel que soit M. 

Soit a le côté du triangle, a?i, t/i, les coordonnées de M, les axes étant 
deux des côtés du triangle. On a : 

(1) a^ + vî + x^y^ -^ axt — ayi = o. 
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Soient DE, HP les parallèles aux axes menées par M. Les équations de 
DF, EH, sont: 

— 2/1 ^ x^ + y. — a 
y — Vi^ 



a -^ Xi ^ yi Xt 

On constate qu'elles passent par les pieds de la parallèle par M au 

troisième côté. 

r^*angle V de ces droites est : 

, ^, sin 6(m — m.) 

tg V = ^ f 

I + mnii + (m + i»j) cos 6 

où e = 60». 



x^ aîi + t/i — o 

Si, en outre, on tient compte de (1). Il reste, tous calculs faits : 

tg V = ^/3, V = 6o«. (♦) 



ECOLE SPECIALE MILITAIRE 

(CONCOURS DE 1892) 



Mathématiques (2 heures un quart). 

I. — On donne un triangle ABC rectangle en A et les perpendiculaires 
en B et C au plan de ce triangle. Trouver, sur ces perpendiculaires, d*un 
même côté du plan ABC les points B' et G' tels que Tangle BAC soit 
égal à un angle donné a et que Tair . du triangle B' AC ait une valeur 
donnée K*. 

II. — On prend sur les côtés BG, GA, AB d*un triangle donné ABG les 
points D, E, F tels qu'on ait 

BD _ CE _ AF _ I 

DG "" EA "" PB "" k 
lo Évaluer, en fonction de l'aire du triangle ABG et du rapport donné K 

{*) On peut observer que si P est le point de concours des deux 
droites précédentes ; les coordonnées de P sont : 

a;=— , y='-9 
a a 

ce qui donne pour le lieu de P une hypocycloïde à trois rebroussements. 
Les enveloppes des droites précédentes sont également des hypocy- 
cloïdes à trois rebroussements. 

Par projection, le triangle équilatéral devient quelconque, la circon- 
férence circonscrite devient l'ellipse de Steiner,les six points de l'énoncé 
ne cessent pas d'être sur deux droites, mais Tangle de ces droites n'est 
plus constant. Le lieu du point d'intersection et les enveloppes des 
droites précédentes sont des quar tiques. 
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les aires des triangles AFE, BDF, CED et DEF, puis suivre la variation 
de Taire de ce triangle DEF, lorsque k varie. 

2* En supposant toujours que k varie, trouver le lieu géométrique 
décrit par le milieu de chaque côté du triangle DEF, et montrer que le 
centre de gravité de l^aire de ce triangle reste fixe (*). 

Épure (2 heures et demie). 

Un tétraèdre SABG repose par sa hase ABC sur le plan horizontal ; 
Tangle trièdre S est trirectangle ; les côtés de la hase sont : AB = 209">*, 
BG = 193—, AG=149— . AB est parallèle à la ligne de terre (A à droite) 
et à une distance de cette ligne de 22""*. 

(*-) Voici une solution géométrique de la seconde question. Nous puhlie- 
rons prochainement une solution algéhrique qui nous a été adressée par 
M. Harivel, professeur de mathématiques. 

1* Soient D', E', F', les isotomiques des points D, E, F sur les côtés 
BC, GA, AB. 

La droite FD^ par exemple, est parallèle à AG. Gette remarque, appli- 
quée aux droites D'E, DE', etc.. prouve que les quadrilatères tels que 
AFD'E BDFE',... sont des parallélogrammes. 

Ges parallélogrammes sont équivalents. Par exemple 

aire AFD'E -= aire AE'DF'. 

En effet, les triangles D'EG, BF'D sont égaux. De plus, les triangles 
D' AG, DAB sont équivalents. On a donc des aires égales pour les triangles 
D'AE, ADF^ Gomme ces aires représentent les moitiés des aires AFD'E, 
AE'DF% l'égalité de ces aires se trouve ainsi démontrée. 

On conclut de cette remarque Tégalité des aires des triangles AFE, 
GED, BDF. 

L^étude proposée de la variation de l'aire du triangle DEF, revient donc 
à celle du triangle AFE, ou à celle de Taire du parallélogramme AFD'E, 
aire qui varie comme le produit des côtés D'E, DT, puisque Taugle 
ED'F est constant. 

D'E D'F 

Or on a 1 — r- = ^ • 

c b 

D'E D'F 
Puisque la somme des quantités — , -r-- est constante, le produit 

D'E DT 
va constamment en croissant (quand D' se déplace de G au milieu A 

ABP 

de BG), depuis zéro jusqu'à . Du point A' au sommet B, Taire 

considérée repasse par les valeurs précédentes. Le maximum de cette 
aire, ou le minimum de DEF, a lieu quand D' est en A^ ; c'est-â-dire 
pour k= i. 

2« Si nous cherchons le lieu du milieu de DF ; la figure BDE'F, comme 
nous TavoDs fait observer, étant un parallélogramme, le milieu de DF 
coïncide avec le milieu de BE% Le lieu cherché est la droite qui passe 
par les milieux des côtés BA, BG. 

3* Imaginons trois forces égales à a, appliquées aux sommets D, E, F. 

La force a, appliquée en D, peut être considérée comme la résultante 
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Construire Tintersection de ce tétraèdre et de la sphère qui passe par 
le point S et par les milieux des côtés du triangle ABC. 

Pour la mise à Tencre, on représentera le solide commun à la sphère 
et au tétraèdre. 

Calcul logarithmique (1 heure). 

Résoudre un triangle connaissant 

= 789872, 6 = 807523, A = 77«33'29",6 
On ne calculera pas la surface. 



CERTIFICAT D'APTITUDE 

A l'enseignement secondaire SPECIAL 
(V* session. — Concours de 1892.) 



Arithmétique et Algèbre. 

I. Une personne verse dans une banque pendant n années de suite, au 
commencement de chaque année, des sommes respectivement égales aux 
termes consécutifs d'une progression arithmétique croissante commen- 
çant par a et ayant pour raison h. A la fin de n">" année, la somme due 
par la banque à cette personne est le double de ce qu'elle serait si tous 
les versements avaient été égaux entre eux et chacun d*eux égal à a. 

1* En tenant compte des intérêts simples, au taux r par franc par an, 
calculer h en fonction de a, n et r. 

Application numérique : a = 2000; r = 0.04; n = 20. 



de deux forces : 



ka 

> appliqué en G (*), 



I 4- k 

a 



•9 



appliquée en B. 



I -t- A; 

En décomposant de même la force a qui actionne le point E, on trouve 
qu^au point G il y a deux forces : 

a ka 

i 4- /c I 4- A; 

dont la somme est égale à a. 

Finalement, les trois forces a appliquées aux points D, E, F peuvent 
être remplacées par trois forces a, appliquées respectivement aux som- 
mets A, B, G. Donc les triangles ABC, DEF ont même centre de gra- 
vité. 



(*) On a posé plus haut 



DG 

^ = k. 
Du 
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2* Môme question et môme application numérique en tenant compte 
des intérêts composés au taux r par franc par an, les intérêts se capitali- 
sant tous les ans. 

II. Exposer comment, au moyen de la dérivée on étudie les variations 
d*une fonction explicite d'une seule variable. 

Application. Dans un plan P on donne un point À et un cercle de 
centre et de rayon r. Un point S de Tespace se projette orthogonale- 
ment sur le plan P en un point B situé au milieu de OA; on donne 
SB = /» et AO = a. Par le point A on trace dans le plan P une sécante AMN 
qui rencontre le cercle aux points M et N que Ton joint au point S. 
Le triangle SMN en tournant autour de MN, comme charnière, engendre 
un volume V. 

Etudier les variations do ce volume V, lorsque la sécante AMN tourne 
dans le plan P, autour du point A. , 

Donner un tableau récapitulatif de ces variations. 



QUESTION 386 

Solution par M"* V^e F. Prime, k Bruxelles. 



DE étant une parallèle quelconque à BG, entre AB et AC ; 
F la rencontre des perpendiculaires à AG en E et à AB en B ; 
et G la rencontre des perpendiculaires à AB en D et à A.C en 
G ; démontrer 4^ que FQ est perpendiculaire à la symédiane issue 
de A,; 2^ que la distance du centre de la circonférence ABC à la 
droite FG, comptée sur le diamètre kO, est égale au rayon du 
cercle ADE. (Bernes.) 

1^ Par raison de similitude, la direction de FG est indépen- 
dante de la position de DE, et nous pouvons prendre une posi- 
tion particulière de ces éléments. Supposons que DE passe 
par A, alors 

AF = -Ar, AG=-r^. 
sm A sm A 

Soient AL la distance de A à FG et ML» NL, celles de L aux 

côtés AB, AG. 

Les triangles semblables AML, ALG donnent 

_ AL* _ II' sin A 

AG "_ b 

n A T TiT ^L* sin A 
De même LN = • 
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Par suite, LM : LN = c : 6 ; 

ainsi le point L se trouve bien sur la symédiane issue de A 
dans le triangle ABC. 

2® K étant le point de rencontre des droites EF, CG, et L, 




celui des droites BF, DG, les points A, L, K sont en ligne 

droite; AK est le diamètre de ABC; AL, celui de la circonfé- 

férence ADE. LKFG étant un parallélogramme, la distance 

cherchée 

^„ OK -I- OL OA + AL AL 

2 2 2 

G. Q. F. D. 



QUESTION 416 

Solvtion parB. Sollbrtinskt. 



D'un point P, intérieur à un triangle ABC, on mène les paral- 
lèles DPE, FPG, HPK, aux côtés. 

yo Trouver la relation qui existe entre les segments AG, AH, 
BD, BK, GF, CE. 

2® Dans quelle partie du triangle ABC le point dotï-t/ être 
situéy pour que ton puisse construire un triangle XYZ, avec les 
droites DE, GF, HK, prises comme côtés? 

3^ Ce triangle XYZ étant supposé possible^ soient L, M, N les 
projections de P sur YZ,ZX, XY, respectivement. 

Démontrer que les droites LX, MY, NZ sont concourantes. 

(E. Catalan.) 
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Soit P un point extérieur ou intérieur au triangle Â6G. 
Si la droite AP (*) rencontre BC en A', ce dernier point est le 




centre d'homothétie des triangles ABC, PEF, d'oii (en gran- 
deur et en signe) 

• BA' _ /KA/ _ BA^ - KA\ _ BK 
A'G "" VA'F "" A'G - AT/ "" FG * 

GB' _ CE AG' _ AG 
B'A"HA' G'B^DB' 

Mais, d'après le théorème de Géva 

BA' GB' AG' 

= I. 



De même 





A'G B'A CB 


Donc : 1* 




(1) 


BK CH AG 
F G HA'DB 



= I. 



2«En observant qu'on a BK = DP = YL, FG=PEr^LZ,elc., 
la relation (1) peut être écrite ainsi 

YL ZM XN _ 

lz'mx'ny "" '"' 

ce qui montre que les droites LX, M Y, NZ sont concourantes. 



(*) Non tracée sur la figure. 
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3^ Soient a, p^ y les points, sur les côtés du triangle anti- 
complémentaire A^BiGi, iso- 
tomiques des pieds de ses 
bissectrices intérieures. On 
sait que les parallèles D'E', 
WK% aux côtés BG,AB, menées 
par p, sont égales. 

Soient encore D'E', F'G'' les 
parallèles à BG, GÂ» menées 
par Y ; posons 

D'E' = H'K' = a', D^'E" = F'^G" = a". 

tu 
Si un point P divise le segment Py dans le rapport — > 




on a 



DE ^ "«' + «"»', m = J^, HK=-ÎÎÎ 



wi -h w m -¥• n wi-f-fî* 

d'où DE = FG + HK. 

Lorsque le point P se meut sur FG, dans la direction posi- 
tive, le segment DE diminue, HK croit, et Ton a DE < FG 
-h HK. Il s'ensuit de là que pour tout point P, à V intérieur du 
triangle «Py ^^^ segments DE, FG, HK sont tels que la somme 
des deux d'entre eux est plus grande que le troisième ; par 
suite, le triangle XTZ est possible. 



QUESTION 407 

Solution par M. Gh. Michel, élève au GoUège Ghaptal. 



Deux ellipses égales et de même centre ont leurs grands axes 
perpendiculaires; P est un point quelconque de la première^ Q et 
Q' sont les points de la seconde où les tangentes sont perpendicu- 
laires à OP, et M, M' sont milieux de PQ, PQ'. 

a, h étant les demi-axes des deux ellipses^ démontrer que OMPM' 

a -t" b a — ~ 1} 
e^^ un parallélogramme dont les côtés sont et > et dont 

les bissectrices des angles ont les directions des axes des deux 
xxmiques. (Laisant.) 
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étant le milieu de QQ', OMPM' est un parallélogramme ; 
les bissectrices de ses angles sont parallèles aux bissectrices 
de Tangle P. 

Si nous faisons tourner, d'un angle droit, la seconde ellipse 

autour de son centre, les tangentes en Q et Q' deviennent 

parallèles a OP; et, par suite, les points Q et Q' viennent se 

confondre avec R et R', extrémités du diamètre conjugué 

de OP, dans la première ellipse; donc, QQ' est perpendiculaire 

à RR', et, l'on a 

OQ = OR. 

En reproduisant sur cette figure la construction de Ghasles, 
pour trouver les axes d'une ellipse connaissant deux diamètres 
conjugués, on arrive immédiatement à la proposition dont il 
s'agit. 

La tangente en Q étant perpendiculaire sur OP, le dia- 
mètre QQ' est égal et perpendiculaire au diamètre de la pre- 
mière ellipse, conjugué de OP. 

Si p est le centre du parallélogramme OMPM', le lieu de p' 
est une ellipse homolhélique de la première et ayant pour 

demi-axes - , - ♦ MM' est donc la normale en p, et joM = pM 

2 2 

est égal au demi-diamètre conjugué de Op. Or on sait qu'alors 

OM = 9 OW = et que les axes de l'ellipse Op 

sont les bissectrices de Tangle MOM' (Ghasles). 
Nota. —- M. B. Solleriinsky nous a adressé une solution analogue. 



QUESTION 417 

Solution par M. B. Sollertinsst. 



V orthocentre n'est jamais sur le cercle de Brocardy sauf dans 
le cas limite qui correspond au triangle équilatéraL 

(Ë. Lemoine.) 

Soient 0,H, K le centre du cercle circonscrit, l'orthocentre 
et le point de Lemoine d'un triangle ABC. Pour que le point H 
soit sur le cercle de Brocard, la droite KH doit être porpen- 
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diculaire sur OH et, par suite, parallèle à Taxe orthique de 
ABC, représenté par Téqualion 

^â;cosA = o. 
Mais, pour cela, les coefficients /, m, n de Téquation de EH 
doivent satisfaire à la condition 

l m n 

a b c =0, 

cos A cos B cos G 
laquelle peut s'écrire ainsi 

2àl sin (B - G) = G. 
La droite EH a pour équation 

X y X 

a b c = G, 

sec A sec B sec G 
ou, après des réductions faciles, 

^x cos" A sin (B — G) = o. 
Ainsi, pour que H soit sur le cercle de Brocard, on doit 
avoir 

^[cos A sin (B - G)]* = o, 
ce qui est impossible à moins que 

A = B = G. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 

(Sjuillet 1892, Paris.) 

!• Couper une sphère de rayon donne par un plan tel que le volume du 
plus petit des deux segments dans lesquels ce plan partage la sphère ait 
un rapport donné k avec le volume du cône ayant son sommet au centre 
de la sphère et même base que le segment. 

2* Exécuter à main levée et expliquer Tépure qui donne l'angle de deux 
plans dans le cas particulier où les traces horizontales de ces plans sont 
parallèles (*). 

(*) Cette année, pour la première fois, tous les candidats au baccalauréat 
es sciences, à Paris, réunis, à cet effet, dans la Galerie des Machines au 
Champ de Mars, ont subi la même épreuve écrite. On ne peut qu'applaudir 
à cette innovation et souhaiter que désormais un seul et même exercice 
écrit soit proposé aux examens du baccalauréat, pour tous les candidats. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



428, — Exercice de calcul. Simplifier le polynôme 

(i-a;)(i — a;«)(i-a;»)... (i - £c") 

-h x{i — x*){i — a;')... (I — a;") 
-h aî*( I — ic») ( r — a;*) . . . ( i — âJ") 



-h ic" (*) (E. Catalan.) 

429. — Le premier cercle de Lempine est le cercle qui 
passe par les intersections des côtés avec les parallèles aux 
trois côtés menées par le point de Lemoine. (Lemoine.) 

430. — PQR est la ligne de Simson d'un triangle ABC rela- 
tive au point M. On voit MA, MB, MG sous les angles A', B', G' 
du centre à la circonférence du cercle circonscrit de ABG. 

Démontrer que 

sin* A'sinA. -p—- = sm*B'. sinB. -^r^ = sm* G. sm G.-:=r7r- 

yK Kir r\2 

(W. J. Greenstreet, M. A J 

431. — Ghercher la condition pour que a sin 66—6 sin a6 
s: M(sin» ô). (W. J. Greenstreet, M. A.j 

432. — Le premier cercle de Lemoine et le second cercle 
de Lemoine se comptent suivant un diamètre du second cercle 
lequel passe parlepoiut à l'infini, inverse du point de Steiner 
et est parallèle à l'axe radical du cercle de Brocard et du 
deuxième cercle de Lemoine. (E. Lemoine.) 

(*) Le résultat est remarquable. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernés. 

(5wt/e, voir page 145.) 



Relations entre les coordonnées ïripolaires, normales et 

ANGULAIRES DE DEUX POINTS SYMÉTRIQUEMENT INVERSES. — AUTRES 

relations. 

XXIII. — Coordonnées tripolaires. 

La similitude de ABm, AMG, et celle de ACm, AMB, 
donnent 

Am __ b.Bm __ c.Gm _ bc 

I "" CM -"BM"'^ÂM' 
OU; SOUS forme symétrique : 

Am.AM = bc, ^"^'^^ ^ Cm. CM ^ Bm.Cm ^ BM.C 

b Am AM ' 

les trois dernières comprenant la première. 

Première application. — Calculer les côtés p^, q^, r^, du po- 
daire PiQiBi de m relativement^ à ABC, en fonction des côtés 
p, q, r du podaire PQR de M. 

g.AM 6.BM c.CM 
Un a p = — =r- > q = — -— , r = • 

^ 2R ^ 2R 2R ' 



a. km _ b.Bm cGm 

2R 
a«fc aS 



;'. = -^.?. = ^.r. = _ 



De là résulte pp. = ^ 

Le produit de ces deux côtés est donc constant pour tous les 

couples de points symétriquement inverses. Puis 

ab r ac û 

q. =z —■•-9 r. = — . I : 
^ 2R p * 2R p' 

et, soûs forme symétrique, 

b c 2R.p 2Rp^ ' 

JOURNAL OB MATH. ÉLÉM. — 1892. o 
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Remarque. — Les deux podaires ne peuvent être semblables, 
à moins que m et M coïncident. Car la similitude exige que 

AM BM CM /BM.GM /IM 



_ CM _ / dm. CM _ /J 
"" Cm "" \ Bm.Cm ~ y] 



Am Bm Cm V Bm.Cm V Am' 
doù 

km = AM, Bm = BM, Cm = CM. 

Les deux points doivent donc coïncider, et par conséquent se 

trouver sur la bissectrice de A' à une distance de A égale à 

\/bCy de Tun ou de l'autre côté de A. 

Deuxième application. — Théorème. — Étant donnés deux 
points m, m^ symétriques retativsment à BC, par Vun d'eux m 
et le point A on fait passer deux circonférences , tangentes l'une 
à AC, Vautre à AB dont la première est rencontrée par Cm en k et 
la seconde par Bm en k\ Si n, n^ sont les deux points d'intersec- 
tion des cercles décrits de C e^ B comm^ centres, avec Ck, Ck' pmir 
rayons, démontrer que les mém^ constructions effectuées en rem- 
plaçant m par m^ redonnent les mém^s points n, n^, et que les 
transformés M, M^, N,Ni, des quatre points m, m^, n, n^, forment 
deux couples dépeints conjuguée M, Mi, N, N^, dont les coordonnées 
tripolaires sont inversement proportionnelles. 

On a, d'après la construction, Cm.Cn = 6*, Bm.Bn = c*. Ce 
qui donne 

BM.BN = AM.AN, CM.CN = AM.AN. 

D'ailleurs, comme m et m^sont symétriques relativement à BC, 
ainsi que netn^, M et M^ forment un couple de points conj ugués, 
N et N^ un second couple, et l'on voit que les coordonnées 
tripolaires, relatives à l'un des couples, sont inversement pro- 
portionnelles à celles de l'autre. Si l'on remplace, dains les con- 
structions, m par m^, le premier couple M, M^, ne changera pas 
et l'on obtiendra encore un second couple qui aura ses coor- 
données tripolaires inversement proportionnelles à celles du 
couple MM^ ; par conséquent il se confondra avec le couple 
N, Nj, ce qui exige que Ton obtienne ainsi les mêmes 
points w, n^. 

XXIV. Coordonnées normales. — Désignons par X, Y, 
Z, les coordonnées normales de M ; para?, y, z celles de m; par 
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Mq, m^ les puissances de M et m relativement à la circonférence 
ABC. On a vu § XX que 



Mo 2Bx 



De la oî = -r. . =r, , 

2R AM^ 

M ^aYZ 
Mn étant donné par -r^ — — 



et AM^ par ÂM^ = 



Y' 4- Z» + 2YZ cos A 
sin* A 



— 2 2R 

ou encore, par AM = M^ h (bZ + cY). 

a 

Les similitudes évidentes de AmQi, AMR, et de AmBi, AMQ 

, ., y z Am bc 

donne ensuite -::=--= — - = 

Z Y AM AM 

Les formules de passage sont donc 

X y z bc 



Mo\ Z Y ÂM2 
Y Z te 



(S) 



Plusieurs relations intéressantes se rattachent à la considé- 

tion de ces coordonnées. 

M .X Y Z 

1® Par division, on obtient — ^^ = — ^ ; et, par multiplica- 

iïIq . tZ/ y • z 

tion, — î!=--î? = Xaj. 

Si, S^, «1 sont les aires des podaires PQR, PiQiRi, considérées 
en grandeur et en signe, selon le sens rotatoire des éléments» 

Mq Sj Mq _ Sj 

4R»"~ s' 4R«'~ S* 

De là résultent : 

SjX _ YZ S^, _ Xjr 

8^X ^3 S* ~ 4R* 

2** Si, p, pi désignent les rayons des cercles circonscrits aiuodeux 
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podaires, ces rayons étant supposés affectés des mêmes signes que 

les aires S^, s^, on a, en grandeur et en signe, £- = — . Les centres 

pi ^ 

de similitude de ces deux cercles sont le point A et le point I ou 
se coupent Mm e^ BC. 

Soient M', m' les isogonaux de M, m; K, K^ les milieux 
de MM', mm\ qui sont les centres des podaires. D'après le 
théorème I du § XIX, Mm, M'/n' se croisent en un point I 
situé sur BG ; et comme MM', m'm sont parallèles, AI passe 
par K et Kl . Les trois droites PPi , KK^ , Mm sont trois droites 
concourantes en I et coupées par les parallèles MP et mP^, 
MK, mKi. Donc les triangles PKM, F^k^m sont homothéliques 
relativement à I et Ton a, en prenant les longueurs en gran- 
deur et en signe, 

KP MP MK MM' AK IK 



ou 



K^Pi mPi mKj mm' AK^ IK^' 

p X AK IK 



Pi X AKj IKj* 

Par hypothèse,— a le signe de — ou de S^s^\ et, par suite, 

Pi ^1 

celui de Xx ou de — . Ce signe indique si les deux "triangles 

ce 

PQK, PiQiRi présentent le même sens rotatoire ou des sens 

contraires. 

X X' 
Il est évident, par la démonstration, que— — — ^ , les coor- 

X ce 

données X', x> se rapportant à M' et m'. On arriverait encore à 
la formule - = — au moyen des égalités 

Q X 

4pSi =pqr = ^.AM.BM.GM, 
oli p est supposé du signe de S^, et 

4pi5i = ôp3 Am.Bm.Gm. 
BM.GM AM 



Gomme 



on a 



Bm . Gm Am 

p Si ÂM^ 

Pi *i Âm^ 



Delà 
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"0 



4pS, = ^^AM.BM.GM. 



Pt Aw^Mo ^ 
Nousjclonnons cette seconde explication pour faire remarquer 
l'égalité 2pMo = — AM.BM.CM qui résulte de 

ahc 

Cette égalité permet d'exprimer p en fonction des coordon- 
nées tripolaires de M; car on sait que 

Mo = "^ (2âM' sin 2A - 4s) . 
20 

5° Se Von désigne par T, les trois produits égaux XX', Y Y', ZZ', 

T X« 
etf par t, les produits xx', yy', zz', on a - = — • 

X X' 
C'est ce qui résulte de -= —• 



Ces quantités T, / jouent un rôle important dans l'évalualion 
de diverses grandeurs qui se rattachent aux points M,m,M',?n'. 
Rappelons-en quelques-unes. 

S, XYZ ^, 2RXYZ 

S=lRT' ^^ Mo = --^-; 

Mo.Mo = 4R^T; 
AM _ BM' _ CM' _ T 

X.AM ■" Y.BM ~ Z.CM ~ XYZ' 

"D XY7 

X.OG = Y.OG, = Z.OG, = 'Z > 

où G, G,, G, désignent les centres des cercles MBG, MCA, 
MAB. 

Enfin, et c'est là le point le plus important à signaler, 
T est égal d la puissance, changée de signe, du point M relati- 
vement au cercle circonscrit à son podaire : T = — M^ . 

Si en effet L est la projection du centre K sur BC, on a 

Or KL=^^' et LP« = KM« - (^^y . 

D'oîi p« = KM^ + X.X' = KM^ + T. 

Donc T = — Mfc. On en déduirait l'expression de p en fonc- 
tion des coordonnées normales de M. 
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. , AM.BM.CM 
4® Désignons par w, Wj les quantités ==^ > 

— '• — 1^ — > lesquelles, ainsi qu'il a été dit (/.^,,inai 1891), 

if 

représentent les rapports de similitude du triangle ABC avec 

M ce 

lestroîsiëinespodairesdeMetm.Ilestfaciledevoirque — = — - 

BM.GM AM M ÂM^ yz x 

Car = — > — = • ^— • — • 

Bm.Cm Aw u^ Xm^ YZ X 

^ , y z km ., .. yz Km? ^ u x 

Orde ^ = - = — -, li suit ^ = -=r- Donc - = :^- 
Z Y AM' YZ AM^ ^i ^ 

On arriverait au même résultat au moyen de cette formule, 

bonne à signaler, 4pp" = T dans laquelle p" est le rayon 

du cercle circonscrit au troisième podaire de M, 

(A suivre.) 



CONCOURS DE SAINT CYR* (1892). 

Solution par M. Harivel professeur de mathématiques. 



I^er Problème. — On donneun triangle kBG^ rectangle en A, 
et les perpendicfalaires en B et iZ au plan de ce triangle. Trouver 
sur ces pe?yendiculaires, d'un même côté du plan ABC, deu^ points 
B' et G' tels que V angle B'AC soit égal à un angle donné a, et que 
Faire de ce triangle soit égale à une quantité donnée K*. 

Soient BB' = x, GC = y. 

L'aire du triangle B'AC' est 

-AB'xAG'sina, 

2 

OU : 

(1) - v/«* -t- c» v/y' -*- b^ sin a = K*. 



(*) Dans le prochain numéro nous donnerons une solution géomé- 
trique par M. Lauyernay. 
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Menons, par C, une parallèle C'C à BG. 
Dans le triangle rectangle B'G'G', 

En remplaçant B'C'^ par sa valeur en fonction des côlés du 
triangle B'AG' et de l'angle a, G'G' 
par a, et B'G'' par x — y : 

cos (x, = a^ -\- (x — yy. 
Simplifions en observant que 
a* = 6* 4- c*, et que le radical, 

• 

d'après Téqualion (1 ), est à 



2K» 



(2) 



2 cos aK* 
sin a 



xy. 




Fig. 4. 



D'ailleurs l'équation (1) devient, après élévation au carré, 
x'^y^ + x'^b^ + c^y"^ + 6'c* = 



sin» a' 
4K* 



ou, en remplaçant xy par sa valeur : 
4C0S» a K* , 

sm» a ^ sin* a 

d'oïl 

(3) 6W 4- c'y* = 4K* - h^d'. 

L'équation (2) peut s'écrire, en multipliant les deux membres 
par 26c ; 

(4) 2hcxy = 46CK* cot a. 
Ajoutons, membre à membre, (3) et (4) : 

(6a; + cyY — 46cK« cot a + 4K* — 6«c^ 
On connaît donc maintenant la somme et le produit de hx 
et de cy, lesquels sont par suite racines de l'équation 

X» - v/ifcK» cotT+ 4K*'- 6«? X + 26cK« cot a = o. 

Condition de réalité : 4K* — 46CK» cot a — 6*c» > o. 

Le trinôme en K*, égalé à zéro, ayant ses racines réelles doit 
pour être positif n'admettre que des valeurs de K" supérieures 
5 la racine positive; on a donc, pour la condition de possibilité 
du problème. 



K« > 



26c cot a + v/46*c* cot* a + 46*0* 
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6c{cosa+ i) 



ou K-2 > 



2 sin a 



26c cos^- 
ou K'^ > 



a a 

4 sin - cos - 

22 



ou enfin K* > — cot - • 

2 2 

Le coefficient de X doit être réel; d'où, par un calcul 

analoîîrue, 

oc OL 

2^2 

Cette dernière condition comprend la première, si a est 
obtus; la première condition comprend au contraire la seconde, 
si a est aigu. 

S'il en est ainsi, on trouve pour bx et pour cy deux valeurs 
positives, car les deux racines de Téquation en X. sont 
positives; il suffit de diviser par 6 et c pour avoir x et j/. 

2^ Problème. — On donne un triangle ABC, et sur les côtés 
de ce triangle les points D, E, F, tels que Von ait : 

BD _ CE _ AF_ 

DC " EA ~ FB ~" 

4^ Evaluer^ en fonction de l'aire du triangle ABC et du rapport 
donné K les aires des triangles a 

AFE, BDF, DEF, puis suivre w/ \ .^ ^ 

les variations de Vaire de ce ^, 

triangle DEF, lorsque K vaie, // \ ^"^~~"^^>^ 

2^ En supposant toujoursqus y/ \ y^ ^\^ 

K varie j trouver le leiu géomé- ^^^^ >^ -^c 

tnque décrit par le milieu de <» *> i/' 

chaque côté du triangle DEF, ^*P'- 2- 

et montrer que le centre de gravitéde ce triangle reste fixe. 

Soient x, r, z, t, u, v les segments déterminés parles points 
DEF sur les côtés, désignés par a, b, c. 

Nous avons les six relations. 

y~~ 1 ~ v ~ 
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o; + y = a, 
z -{- t =6, 



m 



d'oîi Ton tire 



u 4- V = c; 
aE 

« = rr> 



y = 



3 = 



/ = 



U = 



V = 



a 


I +K 
6K 


b 


1 -+-K 
cK 


c 



Ceci posé, 



-hK 



aire DEC = - yz am c= - : =;r- • 

2^ 2 (i -f- K)« 

Mais - ab sin C est égaie à Taire du triangle ABC, que nous 

désignerons par S. 

Donc aire DEC --= 7- 

(i 4- K)* 

On venait de même que les aires des triangles A.EF, BDF 
sont équivalentes à celle-ci. 

Doue, DEF = S - . ^^. , 



KS 



ou 



(i + K)« 



(i -h K)« 

Pour étudier les variations de u, remarquons tout d'abord 
que le numérateur est toujours positif. D'autre part, K 
devant rester positif, le dénominateur ne s'annule pas, dans 
les limites oii l'on peut faire varier K, 

Cela posé, cheichons si ce rapport peut avoir un maximum 
ou un minimum. On a 

, (2K - i)(i -h K) - 2O + K« - K) 



(i + K/ 
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u' est nul si Ton a 

2K« - K + 2K - I ^ 2 - 2K> 4- 2K = o, 
ou K = I. 

Pour une valeur de K un peu inférieure à i la dérivée est 
négative, donc la fonction esl décroissante, par suite, puisque 




pour K = I, la dérivée s'annule en changeant de signe, c'est 
que la fonction y passe par un minimum pour K = i. Le 
tableau suivant résume la variation : 



K 


o , croît , I , croit , oo 


u 


S , décroît , min. , croît , S 



Prenons deux axes de coordonnées OK, OU rectangulaires ; 
K variant do zéro à l'infini, la courbe représentative de la 
marche de la fonction aura la forme indiquée par la fig. 3. 
En prenant OA = S, la parallèle à OK, la droite AA.' sera 
-une asymptote. Le coefficient angulaire de la tangente au 
point A s'obtiendra en faisant K = o dans l'expression de la 
dérivée; on trouve ainsi u' = — 3S. 

2*^ Soit I le milieu de DE : prenons, pour axes de coordon- 
nées Bx et une perpendiculaire Bi/. 

Soient a?', y' les coordonnées du point I : 

aK / 6K cos C\ 

V " I -i-K / 



x' = bV = 



BD -4- BE' 1 ^- K 



ou 



2X = 



De même 



ou 



afaK + i) — 6K cos c 



(I) 



2y 



6K sin G 
I +K 



(II) 



r 
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En éliminant K on a Téquation du lieu.; 

Les équations ci-dessus peuvent s'écrire : 

K(2af — 2a 4- 6 cos G) = a — 205', 
K(b sinC - 2/) = 21/. 

L'équation du lieu 
cherché est donc 
26a;'sin C— 2 {a—b cos G)y' 
— ab sin C = o. 

Ce lieu est une droite, 
dont réqualion est véri- 
fiée par 



X = - 
2 



y = 01 



Fig. 4. 
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Elle passe par le milieu de BC ; elle passe aussi par le 
milieu de AG; donc le lieu du point I est une parallèle au 
côté AB équidistante du point G et du côté AB. 

On trouverait, de même, pour lieuxdes milieux de FD et de 
EF, des parallèles aux côtés AG et BG menées par les milieux 
dés deux autres côtés. 



EXERCICES ^'^ 

Par M. Boa tin. 



L — On construit sur les côtés du triangle de référence ^ extérieur 
rement et intérieurement y des triangles isoscèles semblables, BGD, 
CAE, ABF; BGD^ , GAE^ , ABE^ . Déteiw^iner l'angle à la base X 
de ces tinangles de manière que les tnangles DEF, D^E^Fi soient 
équilatéraux. 

(*) Les 32 exercices qui suivent constituent une véritable Note pouvaut 
servir de complément à une étude parue dans le /. M, £., en 1889^ sur les 
centres isodynamiques et isogones. 

Nous rappelons que, d'après les notations usitées dans la Note citée^les 
lettres : G, H, 0, K, Z, 0,, V, W,P„P„V2,Wj,6,9, désigneront respecti- 
vement :1e centre de gravité, Torthocentre, le centre du cercle circonscrit, le 
point de Lemoine, le centre du cercle de Brocard, le centre du cercle des 
neuf points, les centres isodjnamiques, les centres des deux triangles 
équilatéraux podaires, les centres idOgones, Tangle de Brocard, et 
Tangle donné par la formule 

tg 9 =lg A. 4- tgB Ht tg G. 



^i^^ ^ v> 







Vangle de Kiepert. >• 



ces tin 
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. ^ 3 cote 6 te * X ± 6 tff X -*- cote Ô 

COlg Oj = o -^ o o 
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3 cotg" X ±: 2 cotg 6 tg X + I 

On prend le signe +, ou le signe —, suivant que les triangles 
isocèles sont extérieurs ou intérieurs. La condition Ô^ = 3o® 
entraîne l'égalité des côtés pour le triangle de Kiepert corres- 
pondant, et donne Téquation qui détermine X, on trouve, 
dans les deux cas, X = 3o®. 

Ce résultat est connu (voir /. M. E., année f887, p, 232, 
question 146). 

Les droites AD, BE, GF, concourent en un point L; les 
droites AD^ , BE^ , CF^ concourent en un point L'. Ces deux 
points appartiennent à Thyperbole de Kiepert. Leurs coordon- 
nées normales sont 

(L) X sin (A -f- 3o«) r^ y sin (B + 3o«) = z sin (G h- 3o^), 
(V) X sin (A - 3o«) = y sin (B - 3o<>) = z sin (G - 3oo). 

Nous allons les relier aux autres points remarquables du 
triangle. 



II. — L est sUué sur O^V^ , V sur O^P, . 
Les équations de OgP^ , 0,?, sont : 

X sin A.v/3 -4- 2 sin B sin G 

y sin B.v'^3 -+- 2 sin A sin G 

z sin G.v/3 -4- 2 sin A sinB 

X sin A V3 — 2 sin B sin G 

y sin B.v/3 — 2 sin A sin G 

z sin 0,^3 — 2 sin A sin B 



cos(B-G) 
cos (G - A) 
cos (A— B 
cos(B - G) 
cos (G - A) 
cos (A - B) 



= o. 



o. 



Il suffit de constater que Ton a 



I 



sin(A+3o«) 

I 
8in(B+3o«) 

I 
sin(G+3o») 



v/ 3 sin A -h 2 sin B sin G cos (B — G) 
v/3 sin B + 2 sin A sin G cos (G — A) 
\/3 sin G + 2 sin A sin B cos (A — B) 






et 
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8in(A-3o«) 



v/3 sin A -- 2 sin B sin G cos (B — G) 
v/3 sin B — 2 sin A sin G cos (G — A) 
v/3 sin G — 2 sin A sin B cos (A — B) 



:=:o. 



sin(B-3o<>) 
I 

sin(G-3oo) 

Gette vérification ne présente d'autre difficulté que la lon- 
gueur des calculs; nous laissons au lecteur le soin de la 
faire, ainsi que celle des autres identités que nous rencontre- 
rons encore. 

III. — L est situé sur HV, L' sur HW. 

On doit vérifier les deux identités suivantes: 



sin (A + 6o®) 



I 


I 


cos A 

I 


sin(A-4-3o®) 

I 


cos B 
I 


sin(B+3o*>) 

I 


cos C 

I 


sin(G+3o<>) 
I 


cos A 

I 


sin(A~3o«) 
I 


cos B 

1 


sin(B-3o«) 

I 



sin (B -h 6o^) 
sin (G + 6o<») 

sin (A — 6o°) 
sin (B — 6o*^) 



= 0. 



= 0. 



X sin (G — 6o®) 

cos G sin(G-3o'») ^ ^ 

IV. — L est sur la droite OV,, L' sur la droite OW,. 

On peut le vérifier par des identités analogues aux précé- 
dentes. 

On peut encore observer que VV„ WW, étant parallèles 
à OH, les figures OHVjV, OHWjW sont des trapèzes. 
D'après ce qui précède, L, L' sont les points do concours 
respectifs des diagonales de ces trapèzes. 

Cette proposition résulte encore d*un théorème général de 
M. M'Gay, sur le triangle de Kiepert. 

V. — Les points 0,, P^, W, sord en ligne droite. Il en est de 
même des points Oj, Pj, Y,^ 
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Il suffit de vérifier les identités : 
I 
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sin(A— 60®) 

I 
siû(B-6o*») 



sin(C-6o*») 



= 0. 



y/s sin A -h 2 sin B sin C cos (B — G) 

v/3 sin B H- 2 sin A sin G cos (C — A) = o, 

v/3 sin G H- 2 siû A sin B cos (A — B) 

■-: — : — ;: — r 1^3 sin A — 2 sin B sin G cos (B — C) 
siD(A-h6o°) ^ ^ 

-: — r^ — : — - v/3 sin B — 2 sin A sin G cos (G — A) 

sin(B+bo«) ^ ^ ^ 

—. — 7-; — - — - v/3 sin G — 2 sin A sin B cos (A — B) 
sin(L-f-6o*») ^ 

VI. — Le point Lj inverse de L est à Vintersection des droites 
OK, O9W2, HVj. LepohU L\ inverse de L' est à r intersection des 
droites OK, O^V, , HW,. 

Les coordonnées normales de Lg sont ; 

^ ^ y ^ g 

siu (A+3o«) sini(B+3o«) sin (G-h3o«j' 
ce point est évidemment sur OK. Les égalités : 

. ,/ . ,, cos (B - G) sin (A + 30-) 
sin (A— 00*^) \ / \ / 

-r—z- — — - cos (G - A) sin (B + 3o«) =o, 
sin (B— 00°) V / \ / » 

. ,,/ ^ , cos (A - B) sin (G + 3o«) 
8in(G-6o'*) V / V / 

r -^—71 — 7-^. sin (A + 3o*») 

cos A sin(A-t-oo®) 



= o, 



—^ ' rJ ^ 0. Sin (B -h 3oo) 
cos B sin(B+6o*») ^ ^ 

— ^ . J . o^ siï^ (^ + 3o«) 
cos G 8in(G-h6o*») ^ 

exprimant que L, est sur O9W,, HVj, sont des identités. 

Même démonstration pour ce qui concerne le point L2. 

(A suivre.) 
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BIBLIOGRAPHIE 



Premiers principes d'algèbre, à l'usage des classes de troisième 
et de seconde de renseignement secondaire moderne, de renseignement 
primaire supérieur, des écoles normales primaires et des candidats aux 
écoles supérieures de commerce, par G. A. Laisant et Eue Perrin. — 
Paris, Gh. Delagrave 1892. Prix: broché 2 £r.50, cartonné 2fr. 75, reliure 
anglaise 3 fr. 

Voici un nouveau livre dans toute l'acception élogieuse du mot, nouveau 
par son plan, nouveaa par Pensemble des matières qu'il comprend, nou- 
veau par ridée qui a guidé les auteurs, d'intéresser les élèves à la science 
dont ils doivent connaître les principes en leur donnant le désir d'en 
poursuivre l'étude. 

Ainsi que MM. L. et P. l'indiquent dans l'avant-propos, ils ont, avant 
tout, cherché à présenter avec la plus grande clarté et la plu^ grande 
simplicité les premiers éléments de cette langue du calcul qui s'appelle 
l'Algèbre; c'est un livre d'initiation, destiné k ceux qui en abordent 
l'étude, ne possédant seulement que les théories fondamentales de l'Arith- 
métique. 

En dehors des exercices nombreux, très variés et remarquablement 
choisis dont les énoncés figurent dans ce volume, en dehors des théories 
indiquées sommairement dans l'appendice et qui ne se trouvent pas en 
général dans les livres de cette nature, il y a lieu d'insister sur quelques 
points essentiels qui donnent plus spécialement au livre son caractère 
d'originalité. 

Pour la pratique de l'enseignement : l'abondance de tableaux tjpes de 
discussions, surtout pour les équations du deuxième degré; la rédaction 
des règles mises en vedette et composée en caractères dififérents de ceux 
du texte, oblige l'élève à se fixer dans l'esprit le résumé des théories 
apprises. 

Au point de vue de la doctrine : l'insistance des auteurs sur la nécessité 
de distinguer entre la solution d'un problème et la solution des équations 
correspondantes est capitale; il en ressort l'obligation de toujours inter- 
préter les solutions trouvées, en les reportant dans l'énoncé quelle que 
soit la nature de ces solutions. Nous ne croyons pas qu'il existe un autre 
livre où la chose ait été mise en lumière au même degré, ni appuyée 
d'exemples aussi frappants. 

Je signale, en passant, une innovation qui me semble fort utile : les 
auteurs au commencement du calcul par équations (12* leçon) n'ont' pas 
craint de donner la notion générale de l'idée de fonctioriy idée qui, formant 
le fond même de l'analyse, est cependant si simple et qu'on a, d'habitude, 
le grand tort de proscrire des éléments; ils appuient les considérations 
qu'ils présentent à ce sujet et à celui des formules algébriques, d'une 
citation de Lagrange(pp. 74-75) qui devrait avoir depuis longtemps pris 
droit de cité dans l'enseignement le plus élémentaire, tellement elle est 
remarquable par la justesse de la pensée et facilement accessible à l'esprit 
d'un commençant studieux. Parmi les innovations, je citerai encore dans 
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Tappendice, page 299, le binôme de Newton exposé par l' Arithmétique et 
très simplement ; enfin, remploi de l'échiquier pour des questions relatives 
aux combinaisons, méthode ingénieuse et simple puisée dans les travaux 
de M. Delannoy et de notre regretté ami Ed, Lucas. 

Uouvrage se termine par 234 exercices intéressants mais beaucoup plus 
difficiles, pour la plupart, que ceux qui terminent les chapitres; les élèves 
qui les résoudront seront ceux qui auront bien réellement profité de la 
doctrine exposée dans le corps du volume. 

En résumé, le livre de MM. L. et P. est un excellent ouvrage à la fois 
pratique et philosophique II n'est l'abrégé d'aucun autre, son caractère 
personnel lui donne une place, bien à lui, parmi les nombreux écrits sur 
TAlgèbre élémentaire, et nous croyons même qu'il deviendra le type et le 
modèle d'autres ouvrages d'initiation scientifique ; il ne contient pas de 
longs développements sur les applications ; il laisse beaucoup à faire au 
lecteur, cherchant à élargir et à exciter son esprit, n'insistant, comme 
l'indique le titre, que sur les principes et ouvrant à l'élève studieux une 
route facile que celui-ci devra ensuite poursuivre de lui-même. 

E. Lemoine. 



AGREGATION 

DE l'enseignement SECONDAIRE SPECIAL 
(Section des Sciences mathématiques). — Concours de 1892. 



Algèbre et trigonométrie. 

Soit ABC un triangle équilatéral ; sur BC, comme diamètre, on décrit 
une circonférence A, et, sur A, ft Tintérieur du triangle ABC, on prend 
un point M. 

!• Ayant posé 

BAM = a, ABM = p, 

on propose de trouver la relation qui existe entre tang a et tang p. 

2o Trouver quelles sont les positions du point M, sur A, pour lesquelles 
a = 2p. 

3** Démontrer que, si, de M, on abaisse des perpendiculaires a;, y, s, 
respectivement sur les côtés BC, G A, AB, on a 

x^ = xy -\- xz -i- 2yZy 
et trouver le maximum du produit ooyz, 

4* Les symétriques des droites AM, BM, CM, par rapport aux hauteurs 
du triangle ABC, se coupent en un point M'. 

Soit x' la distance de ce point, au côté BG. 

Trouver le maximum de x\ 

Géométrie desoriptive. 

Une courbe G est tracée dans le plan vertical de projection ; une verti- 
cale A se projetant au point sur le plan horizontal de projection sert de 
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directrice à un conoïde dont les génératrices sont horizontales, et s'ap- 
puient sur la courbe G. Soit (mo, m'o') une génératrice de cette surface, 

qui coupe au point 
(m, m') la courbe G et 
au point (o, o') la 
droite A, et appelons t 
la trace sur la ligne de 
terre de la tangente m 
à la courbe G au point 
(w, m'). En un point 
arbitraire (p, p'), pris 
sur la génératrice con- 
sidérée, on mène le 
plan tangent au co- 
noïde; ce plan coupe 
en un point % la ligne 
de terre. 

1» Prouver que, en 
vertu du théorème de 
Ghasles sur la distri- 
bution des plans tan- 
gentsdans lessurfaces 
gauches, il existe une 
relation simple entre 
les segments Tct, nm, 
p^m\ p'o', 

2» Déduire de cette 
relation la construc- 
tion de la courbe de 
contact du conoïde 
avec un cône circons- 
crit ayant son sommet A dans le plan vertical de projection. 

3« Construire par points la trace de ce cône sur le plan horizontal de 
projection. On fera les raisonnements en supposant la courbe G quel- 
conque; mais dans l'épure on choisira pour G une demi- circonférence 
dont le diamètre-limite sera la ligne de terre, La droite A sera dans un 
même plan de profil avec le centre de ce cercle, et à une distance du plan 
vertical (en avant) égale au diamètre de ce cercle. Enfin, le point A sera 
sur une môme verticale avec le centre du cercle, à une distance au-dessus 
de la ligne de teite égale aussi au diamètre. 
Une rédaction très détaillée doit accompagner Tépure. 




Mécanique. 

Une roue hydraulique, montée sur un arbre dont Taxe est horizontal, 
porte vingt palettes planes, dont les plans passent par Taxe de l'arbre. 

Laroueestmise en mouvement parun cours d'eau dans lequel plongent 
les palettes inférieures. 

La surface de Feau est à i mètre au-dessous de Taxe de la roue, et la 
vitesse du cours d'eau est égale à i mètre par seconde. 

Les palettes sont des rectangles dont les grands côtés ont o»2o et les 
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petits côtés o^oS. Les grands côtés sont parallèles à Taxe de la roue, et 
le plus rapproché de cet axe en est distant de i mètre. 

Sur l'axe de la roue est calée une poulie sur laquelle s'enroule une 
corde à Textrémité de laquelle est un poids de 5 kilogrammes que Faction 
de Teao sur la roue tend à faire remonter. Le rayon de la poulie est égal 
à o"io. 

On demande de calculerapproximativementi avec quelle vitesse et dans 
quel sens tournera la roue. On évaluera cette vitesse en nombre de tours 
à la minute. 

On fera le calcul en admettant que la pression P de Teau, sur une sur- 
face plane, est donnée en kilogrammes par la formule 

P= I25AVS 
dans laquelle A exprime en mètres carrés Taire delà surface, et V exprime 
en mètres par seconde la composante normale à la surface de la vitesse 
relative de l'eau par rapport à la surface. 

On négligera les frottements des tourillons de l'arbre sur les coussinets 
et, en général, toute résistance passive. 

Nota. — On aura une première approximation en supposant que la 
pression de l'eau sur la roue est constante et égale à la pression développée 
par Teau lorsque Fane des palettes est verticale. On pourra supposer de 
plus qu^alors la pression est la même sur toute la palette et égale à la 
pression développée sur le centre de gravité. 

Les candidats tâcheront ensuite d'approcher davantage du résultat : 
par exemple, en cherchant une limite inférieure et une limite supérieure 
de la valeur de la pression, ce qui leur permettra de comprendre la vitesse 
demandée entre deux nombres qui lui seront, l'un inférieur, l'autre supé- 
rieur. 

Ces indications ne sont données qu*à titre de renseignement; les can- 
didats faciliteront, comme il leur plaira, leurs calculs d'approximation. 
Mais on leur demande de montrer nettement en quoi leurs calculs appro- 
chés difiièrent des calculs exacts. 



CERTIFICAT D'APTITUDE 
A l'agrégation 



Arithmétique et algèbre. 

L Une personne verse dans une banque, pendant n années de suite, au 
commencement de chaque année, des sommes respectivement égales 
aux termes consécutifs d'une progression arithmétique croissante com- 
mençant par a et ayant pour raison h. A la fin de la n"** année, la somme 
due par la banque & cette personne est le double de ce qu'elle serait 
si tous les versements avaient été égaux entre eux et chacun d'eux 
égal à a. 

1' En tenant compte des intérêts simples, au taux r par franc par an, 
calculer h en fonction de a, n et r. 
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Application numérique : a = looo; r =: 0.04; n = 20. 

2* Même question et môme application numérique en tenant compte 
des intérêts composés, au taux r par franc par an, les intérêts se capitali- 
sant, tous les ans. 

II. Exposer comment, au moyen de la dérivée, on étudie les yariations 
d'une fonction explicite d^une eeule variable. 

Application . Dans un plan P on donne un point A et un cercle de 
centre et de rayon r. Un point S de Tespace se projette orthogonale- 
ment sur le plan P en un point B situé au milieu de OA; on donne 
SB = ^ et AO =: a. Par le point A on trace, dans le plan P, une sécante 
AMN qui rencontre le cercle O aux points M et N, que Ton joint au point 
S. Le triangle SMN en tournant autour de MN comme charnière engendre 
un volume V. 

Étudier les variations de ce volume V lorsque la sécante AMN tourne 
dans le plan P autour du point A. 

Donner un tahleau récapitulatif de ces variations. 

Géométrie et Mécanique. 

I. Un cône a pour trace sur le plan horizontal do projection une ellipse E ; 
ce cône est circonscrit à une sphère O qui est en outre tangente au plan 
horizontal de projection et au-dessus de ce plan. On donne Tellipse E 
en grandeur et position ainsi que la cote h du sommet du cône au-dessus 
du plan horizontal de projection. 

1* Construire les projections horizontale et verticale du sommet S du 
cône et celles de la sphère O ; 
2' Construire les projections horizontale et verticale de la ligne L de 

contact du cône et de 
la sphère; 

3" Trouver sur cette 
ligne L un point tel 
que la tangente en ce 
point à cette ligne 
fasse avec le plan ho- 
rizontal un angle 
donné a. 

Données numéri - 
ques : h =z 64. milli 

mètres; a = 2 2», 5; 

Tellipse E a un 
grand axe de 120 millimètres de longueur et une distance focale de 
73 millimètres, la direction du grand axe fait un angle de 45 degrés avec 
la ligne de terre, Touverture de cet angle étant dirigée en avant de la 
ligne de terre et vers la droite de la feuille; le prolongemaut du grand 
axe rencontre la ligne de terre en un poiut situé à 35 millimètres à 
gauche du milieu de celle-ci; le centre deTellipse E est à 70 millimètres 
de la ligne de terre et en avant de cette ligne. 
Nota. Joindre à Tépure une légende explicative. 

II. Dans un plan on donne un cercle de rayon r et une droite 
indéfinie OX passant par son centre. L'extrémité A d'une droite AB de 
longueur invariable se meut sur la circonférence O d'un mouvement 
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uniforme de vitesse angulaire (o pendant que Textrémité B se déplace 
sur OX. (AB = a; a > r.) 

1*» Trouver les formules permettant de calculer la vitesse du point B 
à un instant donné et pour une position donnée du point A. (On prendra 
pour origine des temps Tinstant où le point A est en Ao.) 

20 Trouver Téquation dont la résolution ferait connaître la position A, 
occupée par le point A lorsque la vitesse du point B est maximum. 

Discuter celte équation. 

En appelant A2 la position du point A pour laquelle la droite AB est 
tangente au cercle 0, dire les positions respectives des points A) et A,. 

3* Résoudre Téquation précédente, et placer le point A^ sur la circon- 
férence 0, en supposant a = 2r. 



AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

CONCOURS DE 1892 

On donne un cercle 0, une tangente PQ à ce cercle et une droite D 
située dans le plan du cercle. 

Déterminer sur la droite D un point A tel que les tangentes menées 
de ce point, au cercle interceptent sur la droite PQ un segment BG 
de longueur donnée 2a. — Reconnaître, pour chaque solution, si le cercle 
donné est inscrit dans le triangle ABG ou s'il est exinscrit, soit dans Tangle 
A, soit dans l'un des angles B ou G. 



CONCOURS GENERAL 



(Seconde 1892). 



Résoudre les équations 



x+ y + z =1, 
x + 9y + 25z=10a, 
X + 81y + 625z = 100b. 
Déterminer, pour les nombres di et h, des valeurs entières telles que les 
valeurs des inconnues soient positives. 

Géométrie. 

On donne deux droites a:x% yy\ non situées dans un môme plan, et sur 
xji' un point A, sur yy' un point B ; puis, on considère un plan fixe P pas- 
sant par A et B et une droite mobile A parallèle à ce plan et rencontrant 
les droites données. 

1* Si Ton désigne par G et D les points de rencontre de la droite A dans 
Tune quelconque de ses positions avec les droites ocaf et yy* démontrer 

que le rapport ^=-- a une valeur constante. 

2« Démontrer quUl y a deux plans P' et P^', tels que si le plan coïncide 

arec Tun deux, on a constamment ^-~ = i * 

DU 
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3" Soit A' une parallèlo au plan P' renconlrant xx' en C cl t/y' en D' ; 
soit de même A"^ une parallèle au plan P'' rencontrant xx^ en ^ et yj/' en 
\f. On transporte les droites A' A'' parallèlement à elles-mêmes de mauièrc 
à amener les points G' et G" en un point donné 0. Ges droites prennent 
les positions OM' et OM''^; trouver le lieu géométrique de chacun des 
points M' et M'' quand les droites A' et A'' se déplacent. 

40 Trouver le lieu du point milieu de M^M'' quand les droites A' et A'' 
se déplacent en restant perpendiculaires. 



QUESTIONS PROPOSEES 



443. — Si /■+ ^ 4- A = I, les équations 

représoDient des surfaces qui coïncident (*). 

(E. Catalan.) 

444. — Uégalité 

- a'* - b" - c'* -+- 26'V» + 2c'*a'« + 2a'*6'« = 
[- a* - 6* - c* + 26«c« -h 2cW + 2a«6«"l 
az{b -- y) -h bûcic — z) -h cy(a — x)' 



[ 



abc 



devient identique si Ton fait simultanément: 

6« 4- c* — a* 
a« = (6 - !/)« + ^« -h ^^ (b - î/>, 

6'» = (c — 55)* H- oj» (c — z)x, 

ca 

/. / X* , 0* -H 6* - c» , 

c » = (a — a;)* + y" 7 (a — x)i/. 

Exemple, Soient : 

= 7, 6 = 6, = 5, a; = 4, j/ = 5,a = 3; 

d'où résultent a'« = ^, 6'» = ^, c« = ~. 

5 35 7 

On doit trouver (après quelques réductions préliminaires) : 

• .. = 3456( -—) ; ce qui est exact. 
1225 ^ \35/ ' 

(E. Catalan,) 
(*) Autrement dit, les premiers membres sont identiquement ég^xui. 
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445. — Si la bissectrice de l'angle A d'un triangle ABC 
rencontre enL le côtéBC et en A' la circonférence circonscrite 
et qu'on porte sur cette bissectrice, de part et d'autre de A, les 
longueurs AD, AD^ égales chacune à la moyenne géométrique 
entre AL et AA' : 1® Le quadrilatère DED^G est harmonique ; 
2« Si B', G', Bi, Gi sont les points où DB, DG, D^B, D^G ren- 
contrent la circonférence ABC, DB'A'C', D^B^A'Gi sont des 
parallélogrammes (Réciproque de la question 339); 3® Ges 
deux parallélogrammes sont semblables ; 4® A'G est une symé- 
diane du triangle B^A'B' et A'B du triangle G^A^G'; S^ B'B^, 
G'G^ sont égaux et divisés chacun en deux parties égales par 
AA'; 6^ des deux parallélogrammes semblables ont pour point 
autohomologue le milieu de A'G, ou le milieu de A'B, selon la 
manière dont on choisit les sommets homologues; 7^ Les 
droites A'B' et CD^; A'G' et BD^, A'B^ et GD, A'G^ et BD se ren- 
contrent sur la droite qui joint les milieux de A'B et A'G; 
8® Les circonférences circonscrites à DGG^ , D^GG' se coupent 
sur le milieu de A'G et, de même, les circonférences DBBj, 
DiBB' sur le milieu de A'B. (Bernés.) 

446. — De part et d'autre du point A, commun à deux cir- 
conférences 0, 0', on porte sur le rayon AO, de Tune, deux Ion 
gueurs égales AL, AM ; et, des points L et M comme. centres, 
avec LA, MA pour rayons, on trace deux circonférences qui 
coupent la circonférence en B' et G'. Si B et G sont les points 
ou AB', AG' rencontrent la circonférence 0, et que AD soit une 
corde de o> tangente à 0', et AD' une corde de 0', tangente a 
0, démontrer que chacun des quadrilatères ABGD, AB'G'D' est 
harmonique. (Bernés.) 

447. — Dans un même cercle, sont inscrits deux triangles 
ABG, A'B'C qui ont les angles en A supplémentaires et de 
sens contraires compris entre côtés homologues proportionnels : 

-P57 = -777 • 1® Démontrer que les symédianes issues de A dans 
AB AL 

les deux triangles sont symétriques relativement au rayon 

AO; 2® que si, par A, on trace Ax* parallèle à BG, Ax' parallèle 

à B'G', les médianes issues de A dans les deux triangles sont 
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antiparallèles relativement à Tangle xAo;" ; 3^ étant donné l'un 
des trianiges, construire Tautre. (Bernés.) 

448. — Si, entre les côtés AJB, AG d'un triangle ABC, on 
trace DE parallèle à BC, et FG, anti-parallèle relativement à 
Tangle A, Taxe radical des circonférences BEG, GDF est indé- 
pendant de la position de DE; il coïncide avec la droite gui 

joint A à la rencontre des droites BG, CF. 

(Beimès,) 

449. — Si, sur AB, on prend deux points quelconques D, D' 
et sur AG deux autres points quelconques E, E', dans quel 
rapport Taxe radical des circonférences BEE', COD' divise-t-il 
BG et dans quel rapport divise-t-il la médiane AM? 

Montrer que si B' divise CA dans un rapport représenté en 

PF (^F' 
grandeur et signe par * , et si G' divise GA dans le 

rapport ' ^, , le même axe radical passe par la rencontre 
de BB' et GG'. (Bernés). 

ERRATA 

1* La question 429 n^est pas une question. G^est la déÛDition môme du 
Cercle de Lemoine. Le texte a, par erreur, été délach<5 de la question 427, 
p. 144. Là, il était à sa place pour rappeler la définition de ce Cercle. 

A propos de cette question 432, une erreur typographique est à signaler. 
A la deuxième ligne, il faut se coupent au lieu de se comptent. 

Enfin, le numérotage des questions du dernier numéro doit être corrigé. 

Page 144, on a mis 427 à une question qui devait porter le 437. Cette 
erreur s'est continuée dans le numéro de juillet et les questions 428... 
432, doivent porter les n^' 438, 439, 440, 441, 442. 

Les solutions de ces questions, pour éviter toute erreur, devront porter 
le titre suivant: question 438 (marquée, par erreur, 428, p. 168), etc. 

La question marquée 429 est annulée. 

2» Page 163, ligne — 2, au lieu de projections, lisez positions ; 
Pages 164, 165, les figures doivent être permutées et la note de la page 
164 est alors à supprimer. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 

IllPRIMERlB CÉNTfiALB DES CHEMINS DE FER. 
IMPRItlERlB CHAIX, RUE BERGERE, SO» PARIS. — 16348-7-92. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernèg. 

[Suite^ voir page 169.) 



XXY. Coordonnées angulaires. — Soient X, [x, v les 
coordonnées angulaires de M, Xi, (Xj, vi, celles de m. Propo- 
sons-nous d'exprimer celles-ci en fonction des premières. 

Lemme. — Si «, p, y sont les coordonnées barycentriques 

de M, on a 

Mo=a(cotg X— cotg A) = p (coLg [X— cotg B) = Y(cotgv— cotgC), 

où Ton suppose qu'un même sens de rotation, le sens ABC, 

est adopté pour définir à la fois le sens positif des aires et le 

sens positif des angles. Soit, à établir en grandeur et en 

signe, la relation 

Mo = a(eotg X — cotg A). 

Appelons K le point où CM rencontre la circonférence ABC, 

L la projection de B sur GK. En grandeur et en signe, on a 

Mo = MG.MK = MG(ML - KL). 

Prenons, pour sens positif des longueurs comptées sur KG, le 

sens qui va d'un point situé sur cette droite du même côté de 

BG que A au point G. Alors, comme la coordonnée bary- 

centrique a, c'est-à-dire Faire MBG est positive lorsque M 

est du même côté de BG que A, on voit que a aura toujours 

le signe de MG. Par suite, BL étant pris en valeur absolue, 

on a a = BL.MG. D'autre part, cotg X est positive ou néga- 

tive selon que la plus petite valeur positive de X est < - ou 

> - • En supposant successivement K entre A et B, A et 

G, B et G; et, pour chacune de ces positions de K, M 
situé de part et d'autre de L sur GK, on voit que ML a 
toujours le signe de cotg X, De même, KL celui de cotg A; 
de sorte que, BL étant encore pris eu valeur absolue, on a 

JOURNAL DB MATH. ÉLÂM. — 1892, 9 
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toujours 

— ^ cotg ^, gL "" ^^^ 

£lant faites ces remarques, qui n'ont pour objet que de 
rendre la démonstration générale, la formule est intuitive :- 

(ML KT \ 
BL "5e)' 
ou Mo = a(cotg X — cotg A). 

En désignant par D, D^, D, les trois différences 
colgX — cotg A, cotg {JL — cotg B, cotg v — cotg G; 

on a donc 

2S 3S DDjD, 



Mo = aD = pD, = yD, = 



I I I v^ 



'2 

On a ainsi l'expression de Mq, en fonction des coordonnées 
angulaires do M. Les égalités 

X+(jlH-v = 0, Ah-B4-G=o 
donnent d'ailkurs 

^D^Dj + ^D(cotg B + cotg G) = G 
Le sens ABG étant pris pour sens des angles positifs^ 
cotg B 4- cotg G est égal, en grandeur et en signe, à 

BHa + HaG a« 
h ' ^^ ^•' 

et -ÀdD^D, peut se remplacer par ^— ; de sorte que 



Mo=- 



2S 

4S«DD,D, 



On peut le déduire aussi de 

Mo _ _ 2daYZ 

2R'^ 2S~~' 

De ce lemme, résulte 

Mo 
cotg {X, - cotg B = ~ 
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. X Y Z ^. ^ Mo 2RX 2Rc aX 

Or . — = - , d ou — ■ = = . — , 

mo\ z y by bZ ab cZ 

.2R/ 

m^ __ c* aX c* cotg v — cotg C 



ou 



by 2S cZ 2S cotg X — cotg A 
On a donc ainsi les trois relations 

\=^ k-\ 
, i Tj c« cotg V - cotg G 

cote a. = cotg B H pT 7^^; ^ 

^^^ ^ 2S cotg X - cotg A 

. i n ^' cotg (X- cotg B 

cotg vj = cotg ' ^ ^ 3 



2S cotg X — cotg A 
Si, de même que D, D^, D, désignent les trois différences 

cotg X — cotg A, cotg [jL — cotg B, cotg v — cotg C, 
on désigne par d, dj, d, les différences 

cotg Xi — cotg A, cotg [jLi — colg B, cotg v^ — cotg G, 
les deux dernières relations peuvent s'écrire abréviativement : 

c« D, b- D, 

On obtient des formules symétriques, relativement aux 
points M et M^, en observant que Xi h- X = A équivaut à 

(i.D = i5l; d'où 

ad __ bdi __ cd^ _ 2R 
2R "■ cTDj "" "Ot ~ "ÔD ' 
Démonstration directe. — La même question peut être résolue 
plus directement, comme il suit. Gonsidérons d, d^, d, comme 

a^d 



2S 



trois coordonnées liées par la condition ^d^.d^^-h V 

aR" 
= o. L'équation d = •-—=: définit le cercle mBG, et l'équation 

^ - _^ j^ 
dl ~ c* * d/ 

qui équivaut à - = - » définit la droite Am, isogonale de AM. 

z y 

Cette droite et ce cercle se coupent en m et au point M^ 
isogonal de M. G'est donc à ces points que se rapportent 
les deux racines de l'équation du deuxième degré en d^, 
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obtenue par réliminatîon de d„ équation dont le premier terme 
est — • Yp Oi et qui a pour terme indépendant — ^ ou -^«y: • 

C D^ 2id 2dal^ 

Le produit des racines y est donc — • ^-^ • =r^ • Mais, pour 

M', on a fAi = B — jx; par conséquent d^ = ^rr- * 1'*^^® 
racine, celle qui se rapporte à m, est donnée par 

6* D 

De là résulte (/, = —^ • -=r^ • 

2S V 

XXV 6w. — Nous compléterons ce chapitre par quelques 
relations qui se rattachent à notre étude. 

/® Relations entre les coordonnées normales X, Y, Z; x', y' z'de 
deux points isocycliqiies M, m'. 

Indirectement on peut, d'après le § XXIV, exprimer x\ y', z' 
en fonction de X', Y', Z' et par suite en fonction de X, Y, Z. 

Directement, on démontre sans peine que acTK. = ^^rj— » 

AM' 

après quoi Ton a 

y' _ z' _^ 2S — die' 

Y ""Z "" 2S - aX ' 

2^ Relations entre les coordonnées angulaii'es des deuxmêmes points 
(X, fx, v; xi, ii[, vi). 

Indirectement, on a |xi = B — txi, v/ = G — v^ ce qui permet 
d'exprimer cotg fxl et cotg vj en fonction de cotg X, cotg [x, 
cotg V. D'ailleurs Xi = X. 

Directement, en raisonnant comme dans la seconde recherche 
de di et d„ on voit que si e^ et c^ désignent les différences 
cotg {xj — cotg B, cotg vî — cotg G, 

On a 

d[ ^2 _ û'D 
D 1 ■" D, ~ 2S.D1D, ' 

8^ Points complémentaires. — Relations entre les coordonnées 
normales x, y, z, x^, y^, z^ de deux points M, Ndont les coordon- 
nées ont des sommes données X, (x, v. 
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Les coordonnées angulaires de N étant X^, [x^, v^, celles de 
M sont X — Xj, {X — (Al, V — v^. Donc 

colg Xj — o»lg X 



= 2Ra; 



— sin (A. — X) 4- 



Puis 



No sin X 
2Ra?i 



2R . _ _ No sin X 



— sin (A — X) H- 



y\ sin (2B - |x) 



2R x, 

No sin (B — (x) 
2%; 



— sm (B — u.) H 2^^ — - 

' r . , ^ , No sin (C - v)-] 
^ ^[sin (2C - y) 4- ^^^^ J 

No sin V 

_ S.„ (C - V) -H -^^^ 

(Dans cette question et les suivantes du même paragraphe, 
on supposera A, B, G compris entre zéro etTc.) 
Sous forme symétrique, on a 

/Mo , No \ . ,. ^. MoNo ...... >, 

et deux autres pareilles. 

Points isoptiqaes. — Si M et N sont isop tiques, >, [a, v sont 
nuls, et Ton a 

Mo No , Mo No -p 

-^ -4- -~- = - 2 cos A, -^ + -ô^ = - 2 cos B, 
2Raî 2Raî| 2Ry 2Ryi 

Mo 2R^i ^ 

-5^ ■♦- -^ = - 2 cos G, 
2R^ No 

ou 
Points conjugués, — Si M et N sont conjugués, X, (x, v sont 
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égaux à 2À., 2B, 2Gy et Ton a 

2'Rx 2Raji . 

TT -^ 1^ = - 2 C08 A. 

Mo No 

2R^ 2Ry, ^ ,^, T> 

'tût ■+" "15~ -- ~ 2 ^^® ^' 
Mo No 

2R-af 2Rs ^ 

■ m: -^^ = -''''''' 

X y z 



2N0 cos A 2N0 cos B 2N0 cos G 

Ces formules peuvent se déduire de celles qui se rapportent 
aux points isoptiques. Car en substituant, à deux points 
isoptiques, leurs isogonaux, on obtient deux points conju- 
gués. Or, comme pour deux points isogonaux M, M' on a 

M M' 

l ^ , = I, pour passer de lun à Tautre, il faut remplacer 

M, 2Ra!' 

2-R^ P" mT* 

4® Relations entre les coordonnées normales de deux points 

M, N dont les coordonnées angulaires ont des différences données 

X, (X, V, 

a - a^ = X, ^ - Pi = fx, Y - Yj :=r V. 

Cette question peut être traitée directcmeut comme la pré- 
cédente. Mais on peut aussi l'en déduire. 

Si N' étant Tisogonal de N, a', p', y désignent ses coordon- 
nées angulaires, on aura 

a + a' = X + A, p-4-p' = p.-l-B, y + Y' = ^-+-G. 

Les relations entre les coordonnées normales ce, y, ^ de M et 
les coordonnées a?', y\ ^ de N' s'obtiendraient donc en rempla- 
çant X, p., V par Ah-X, B-hfx, G-hv dans les formules 
de 3^ Et pour revenir du point N' à son isogonal, il faudra 

1 No 2BXi , ^ ,v , , , . 

remplacer -5-, par -t^\ etc. De là donc la relation 

2,ï\X JNo 

/Mo , 2Ra;A . . Mo 2Ra:, . ,, ,, . ,, ,, 

Na 

ou, en multipliant par 



2^X^ 
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et deux autres pareilles. 
5^ A signaler les relations mixtes 

a?.AM _ yBM _ £GM 

où M, N, sont deux points isoptiques. Elles résultent de ce 
que les isogonaux M', N' de M étant conjugués on a, 

AM' _ W _ CM' 

AN' "■ BF"" CF' 
AM' BM' CM' 



et que d'ailleurs 
et 



aj.AM y.BM ^.CM 

AN' BN' CN' 



ajj.AN i/,.BN ^.CN 
6^ Voici, pour terminer, quelques formules relatives aux 
coordonnées tripolaires : 

I. Si Ton pose 

bc ^ ca ^ ab ' 

les coordonnées normales x, y, z s'expriment en fonction de 

U, V, W par régalité 

ce 

~ = — U H- V cos G + w cos B + cos A, 

K 

et par deux autres pareilles. 

II. Les trois coordonnées U,V,W sont liées par la condition 

I - 22u cos A + 2 (U* " "^^^ ^^» A) = o. 

III. La distance 8 de deux points est donnée par 

I'. = 2 [(U - u.)' - 2(V - V,)(W - w,) cos A] . 

Les termes du second degré enU, V, Wet ceux du second 
degré en U^, V^, W^ peuvent disparaître au moyen delà 
relation ])récédente. 

IV. Les relations entre les coordonnées (U, V, Wj, {u, v, w) 
de deux points symétriquement inverses M, m sont 

u _ V _ ^ _ I 
7 "^ W V "^ Û' 
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Elles résultent de celles qui ont été indiquées au début de ce 
chapitre. 
V. L'équation linéaire /U -H mV -+• nW = p, représente 

un cercle, qui se réduit à une droite lorsque 7 .a^ = o. Ce 

cercle passe en A si ap = bn -^ cm. 
Le cercle symétriquement inverse a pour équation 

pu - nv — mw = L 
Comme exemple : Téquation 

2 ^U cos A = I 4- ^, 

représente un cercle de rayon p concentrique au cercle ABC. 

L'équation ^ U = r + ^ 

est celle d'un cercle de rayon p, concentrique au cercle inscrit 
dans le triangle ABC. 

Un cercle de rayon p, ayant pour centre la, aurait pour 
équation 

v-hW-u = -iH- p* 



2R.ra 
Ce sont des cas particuliers de Téquation remarquable 



E«"=-J.2 



aa, 



qui représente un cercle de rayon p, dont le centre a pour 
coordonnées a, p, y dans un système qui sera exposé plus 
tard. Le cercle des neuf points a pour équation 

V .U cos (B — C) = I -4-2 cos A cos B cos C. 

VI. Les cercles qui sont leurs propres transformés sont 
compris dans les deux équations 

/(U - 1) 4- m(V - W) = o, 
l(U 4-1)4- m(V + W) = o. 
La première, comprend les cercles ayant pour axe radical avec 
le cercle décrit sur IbU comme diamètre est la droite Alla; la 
seconde, les cercles ayant avec le cercle décrit sur lia comme 
diamètre, pour axe radical la droite AI^Ic; ce sont deux séries 
orthogonales (*). (A suivre.) 

{*) Propriété signalée dans le mémoire de M. Gob, déjà cité. 
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NOTE DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

SUA LES SECTIONS PLANES DES CÔNES. 

Par M. Anif^. Morel, professeur à TÉcole Lavoisier. 



I 

Dans le problème de la section plane du cône, on est con- 
stamment amené à tracer la tangente à la section, soit en 
un point de cette courbe, soit parallèlement à une direction 
donnée ; cette dernière ligne est dans le plan sécant, puisque la 
tangente à la courbe est dans ce plan. Je rappelle la construc- 
tion: 

Ayant mené au cône un plan tangent parallèle à la direction 
donnée, son intersection avec le plan sécant est la tangente 
cherchée, laquelle touche la courbe sur la génératrice de contact. 
Le plan tangent tracé passe par la parallèle à la direction donnée 
menée par le sommet du cône. Or, le lieu géométrique des 
droites menées par un point, parallèlement à un plan, est le 
plan, parallèle au précédent, passant parle point. De là résulte 
que, au lieu de chercher la tangente parallèle à une direction 
donnée du plan sécant, il suffit de mener, par le sommet du 
cône, un plan parallèle au plan sécant; puis, dans ce plan, 
par le sommet, on mène une droite quelconque; le plan tan- 
gent qui passe par cette droite, coupe le plan sécant suivant 
une tangente à la courbe d'intersection et cette tangente est 
parallèle à la droite considérée. 

Il suffît de déterminer la trace horizontale du plan auxiliaire 
ainsi tracé, en supposant la trace du cône dans le plan hori- 
zontal. Soit x{yi la trace du plan mené par le sommet, paral- 
lèlement au plan sécant dont la trace est xy, parallèle à x^y^. 
Soit 5pi la projection horizontale d'une droite du plan; elle 
rencontre en p^ la droite a?iyi; par p^, je mène une tangente 
p^c, qui touche la courbe en c, et rencontre xy en ^; se est la 
projection de la génératrice de contact; par p, je mène pm 

JOURNAL DB MATH. ÉL^. — 1892. 9. 
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parallèle à sp^, et coupant se en m; pm est la tangente et m est 
le point de contact. 

On voit facilement de cette façon que Ton obtient : 

Les tangentes horizontales, correspondant au cas oîi sp^ est 
parallèle à x^y^y et par suite les traces des plans tangents 
aussi parallèles à Xiy^; 

Les tangentes de front, lorsque s^^ est parallèle à la ligne 
de terre; 

Les tangentes de profil si, s^^ est lui-même de profil. 

D'une façon générale, on pourrait se proposer de mener 
autant de tangentes que Ton voudrait, et de déterminer ainsi 
la courbe par ses tangentes, d'une façon très rapide. 

On peut aussi se proposer de mener à la projection hori- 
zontale une tangente parallèle à une droite donnée du plan 
horizontal, en considérant cette droite comme la projection 
horizontale d'une droite du plan Sx^y^, 

Ce que nous avons dit pour la projection horizontale serait 
encore vrai pour la projection verticale; si Ton se donne 
d'avance la direction, menée par s', d'une tangente à la pro- 
jection verticale de la courbe, en considérant cette droite 
sYi comme la projection verticale d'une droite du plan 
S^i^i» ^^ détermine sa projection horizontale sy^, et l'on opère 
comme précédemment. On détermine ainsi d'abord la projec- 
tion horizontale du point de contact, puis sa projection verticale, 
puisque l'on connaît la génératrice du cône sur laquelle il se 

trouve. 

Ces constructions s'appliquent, sans restriction aucune, à 
un cône dont la directrice est, dans le plan horizontal, une 
courbe d'un degré quelconque. Autant, par un point p^ pris sur 
a;,i/i, on pourra tracer de tangentes à la courbe de base, autant 
on pourra mener de tangentes à la section, tangentes ayant 
leurs projections horizontales parallèles à sp^. 

II 

Supposons maintenant que la courbe de base, sur le plan 
horizontal, soit une conique quelconque, et cherchons à déter- 
miner les propriétés de la courbe de section, ou plus exacte- 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES S03 

ment de ses projections. Rappelons seulement ici les propo- 
sitions suivantes : 

La section d'un cône analogue à celui qui est considéré, 
par un plan quelconque, est une conique qui se projette suivant 
une conique de même espèce. Oette courbe d'intersection 
sera :» 

une ellipse, lorsque le plan sx^y^ sera extérieur au cône; 

une parabole, si le plan sx^y^ est tangent; 

une hyperbole, si ce plan coupe le cône, c'est-à-dire lorsque 
x^y^ rencontrera la courbe de base. 

Dans ce dernier cas, il y aura deux génératrices parallèles 
au plan sécant, donnant des points à l'infini ; du reste, les 
génératrices voisines de l'une ou de l'autre de ces droites 
particulières, donneront des points d'intersection de plus en 
plus éloignés, dont la tangente s'obtiendra toujours par la 
méthode ordinaire, c'est-à-dire par l'intersection du plan 
tangent avec le plan sécant. A la limite, le plan tangent le 
long de la génératrice située dans le plan x^y^, coupe le plan 
sécant suivant une droite ; cette droite est l'asymptote ou la 
tangente à l'infini. 

En second lieu, je rappellerai qu'une section c >nique 
peut être considérée comme la projection centrale d'un cercle, 
et que les propriétés des pôles et des polaires se conservent en 
projection centrale. En particulier, la polaire d'un point d'unie 
droite passe par le pôle de cette droite. 

Gela posé, considérons la base du cône, sur le plan hori- 
zontal ; soient $ la proj ection horizontale du sommet, xy la trace 
d'un plan sécant, x^y^^ celle du plan parallèle mené par le 
sommet; et proposons-nous de mener des tangentes parallèles 
à la droite projetée suivant sp^; ces tangentes se projetteront 
elles-mêmes suivant des parallèles à sp^, tangentes à la projec- 
tion horizontale. Traçons p^pô, et p^yc tangentes àla courbe; ces 
lignes rencontrent xy en p et y ; menons pm, yn parallèles à 
sPif et rencontrant les génératrices sb et se en m et n. D'après 
ce qui a été dit plus haut pour un cône quelconque, nous 
avons les tangentes demandées; metn sont leurs points 
de contact. 

Traçons la polaire du point p^, c'est-à-dire la ligne de con- 
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fact de; elle rencontre xy en r, et a;, y, en Ai ; 
observons que, par les constructions faites, nous avons 
en _ Cy _ Cî" _ 
es ~ cPi cA, ' 
cette derniëre proportion résulte du parallélisme des xy et 
de x,yi. 
Ainsi m est parallèle à ^A. 

Nous avons aussi, pour les mêmes raisons que tout à 
l'heure, 

6m _ ép _ br _ 
'bs ~ bfi " bh,' 
donc rm est aussi parallèle à 5A, ; nous arrivons donc à la con- 
clusion suivante : 
LapolairedePi rencoTUrant xy enr, et s.ijienhf, lalignequijoint 




les points de œnlacl passe par le point r, et est parallèle à s\ . 

De plus, si p désigne le pôle de Xiy, et que l'on trace ap, 
rencontrant mn en 0, on a 

po _ pr 
ps phi 
Or, le point p étant fixe, ainsi que xy etx,yi, le rapport 
écrit dans le srcoad membre est constant; est donc fixe. 
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Enfin, le faisceau (s, bcph^) est harmonique; donc mn, paral- 
lèle à ohi , est divisé en deux parties égales par le point o. 

Gela étant vrai quelle que soit la direction desp^, et par 
suite de sh^ qui en dépend, on voit que toute droite passant 
par le point o et terminée à la courbe, a son milieu en o, ce 
point est donc le centre de la courbe; mn est un diamètre. 

Si je répète les mêmes constructions en partant du 
point fti, je trouverai de même les tangentes parallèles 
à sh^; c'est à dire è mn; le diamètre correspondant sera paral- 
lèle à 5,81, car la polaire de h^ est la ligne pip, Par conséquent 
j'aurai- de cette façon construit deux diamètres tels que 
chacun d'eux soit parallèle aux tangentes aux extrémités de 
l'autre; c'est un système de diamètres conjugués. 

Dans la figure, on a supposé x^y^ extérieur à la courbe; 
auquel cas la section est une ellipse. Il serait facile de voir : 

Que si x^y^ est tangent à la base, la polaire d'un point 
quelconque p^ de x^y^ passant par le point de contact, quel 
que soit pi, le point h^ est fixe, et que par suite sh^ est fixe; 
donc tous les diamètres sont parallèles à une même droite; 
de plus le centre est rejeté à l'infini; enfin on ne peut mener 
qu'une tangente parallèle à une direction donnée. 

Que si x^y^ coupe la base, c'est-à-dire quand la courbe est une 
hyperbole, les points p^ et h^ sont conjugués harmoniques par 
rapport aux points f^ et g^ de rencontre avec la conique ; si donc 
l'un d'eux est extérieur à la courbe, l'autre lui est intérieur; par 
suite il n'est pas possible do mener des tangentes par ce der- 
nier point. Donc, dans ce cas, de deux diamètres conjugués, 
l'un rencontre la courbe et l'autre ne la rencontre pas. 
Lorsque p^ est en /*i , il en est de même de h^ ; mais la polaire 
de Pi est la tangente en ce point ; donc la droite sh^ se con- 
fond avec sf^; le diamètre parallèle n'est autre que la tangente 
au point situé à l'infini, c'est-à-dire l'asymptote. De plus, les 
deux asymptotes et un système quelconque de diamètres 
conjugués forment un faisceau harmonique. 

III 

Après avoir trouvé les points p^ et h^ qui nous permet- 
tent de déterminer un système de diamètres conjugués de 
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la projection horizontale, nous pouvons nous proposer de 
trouver les points B et H, tels que les diamètres conjugués 
correspondants soient rectangulaires. Pour cela, nous nous 
appuierons sur la proposition suivante : 

Soit p le pôle de x^y^; le diamètre la base qui passe par p 
rencontre x^yj en i^; quels que soient les points Pi et hj; 
hh X iihi est constant. 

Cette proposition est simple à démontrer géométrique- 
ment dans le cas où la courbe de base est un cercle; on en 
déduit la démonstration, dans le cas de Tellipse, au moyen de 
la transformation par projections obliques (*). Sa démonstra- 
tion analytique dans le cas d'une conique quelconque, est 
immédiate, en prenant les diamètres conjugués dont Tun 
passe par p. {Voir les exercices de Géométi*ie analytique de 
Rémond, V^ partie, p. 220.) 

D'après cela, nous avons vu que, si nous tracions sPi et 
shi, ces lignes étaient parallèles à un système de diamètre 
conjugués. Il faut donc chercher les points B et H pour 
lesquels l'angle B^H est droit (**). Or le point s étant 
fixe, ainsi que le pied ii du diamètre conjugué de x^y^ 
dans la courbe de base, si je mène la droite 5i\, qui est alors 
fixe, et la circonférence passant par p^, s et A^, cette courbe 
rencontre «il en un point fixe 'A, d'après le théorème pré- 
cédent. Si donc, par le milieu de sk, on mène une per- 
pendiculaire rencontrant Xiyi en Z, la circonférence décrite 
de Z comme centre et passant par s rencontre x^yi aux 
points B et H. On aura donc la direction du système de 
diamètres conjugués rectangulaires de la projection horizon- 
tale lesquels sont respectivement parallèles à sB et «H. 

IV 

Nous avons considéré la projection horizontale de la section 
plane, et, d'après les propriétés des projections parallèles, un 
système de diamètres conjugués de la projection horizontale 

(*) Méthode de transformation par projections obliquesy par M. A. Jullien 
Paris, librairie Fourneau. 

(•*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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est la projectioa d'un système de diamètres conjugués de la 
section dans l'espace. 

Il en résulte que, si nous projetons les points p^ et h^ sur la 
ligne de terre en pi et Ai, les droites «'^i, s'/ii sont parallèles 
à un système de diamètres conjugués de la projection verticale. 
Or, si je projette de même en %i le point t'i, et que j'appelle 
a l'angle de x^^ avec la ligne de terre, j'ai 

iipi = îjpj cos a, 
iji^ z=z iji^ cos a. 
Donc tîpj X iih'i =i^^i X «1*1 cos» a. 

Par suite, de même que dans la projection horizontale, le 
produit ï^^\ X i'iA'i est constant. 

Je déterminerai donc sur la ligne de terre, par la même 
construction que précédemment, les points D' et U tels que 
l'angle DVL' soit droit; je rappellerai ces points en D et L 
sur x^y^y et je construirai le système de diamètres conjugués 
parallèles à D^etL^. Les projections verticales de ces diamètres 
seront les azes de la projection verticale. 

On peut facilement constater que si la courbe de section 
est une hyperbole, les lignes «B et sR sont les bissectrices 
des angles des génératrices f^s et sg^ parallèles au plan sécant, 
et que, par suite, les diamètres correspondants sont les bis- 
sectrices des angles des asymptotes» Il en est de mème^ pour 
la projection verticale des diamètres parallèles à 5'D' et s'L\ 
On retrouve ainsi un résultat connu. 

Dans le cas où la courbe de section est une parabole, le 
point h^ se confond avec i^\ il en est de même du point k. La 
construction se ramène alors à la suivante : menons s%^\ par 
le point s élevons, à la droite précédente, la perpendiculaire, 
qui rencontre x^y^ en B. Traçons BR tangente à la courbe de 
base; puis cherchons la tangente à la projection horizontale, 
droite parallèle à BR; celte ligue est la tangente au sommet 
de la parabole projection horizontale. On aura de môme la 
tangente au sommet de la projection verticale. 



208 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE 

DU THÉORÈME FONDAMENTAL SUR LE MAXIMUM 
OU LE MINIMUM D'UNE FONCTION 

Par M. Dellae» professeur au Lycée de Marseille, 



On sait que le théorème en question correspond à l'énoncé 
suivant : 

Si une fonction d'une ou plusieurs variables indépendantes reste 
réelle^ finie et continue lorsqu'on fait varier les variables d'une 
manière continue successivement ou simultanément entre certaines 
limites finies, cette fonction passe dans V intervalle par une valeur 
supérieure ou au moins égale à toute autre, et par une valeur infé- 
rieure ou au plus égale à toute autre valeur prise par la fonction. 

Nous appellerons ces deux valeurs valeurs principales de la 
fonction, Tune supérieure^ l'autre inférieure. 

(Ce théorème n'est pas évident. Il peut arriver en effet 
qu'une fonction qui reste finie ne présente pas une valeur 
plus grande que toutes les autres, et^ qu'il y ait seulement 
une limite à la suite des valeurs de la fonction. Ainsi les 
valeurs approchées de \/ 2 prises par défaut tendent vers une 
limite; mais il n'y a pas une de ces valeurs que l'on puisse 
dire plus grande que toute autre. Dé même la fraction 0.333... 
tend vers une limite lorsqu'on prend de plus en plus de chiflres 
décimaux, mais il n'y a pas une valeur plus grande que 
toute autre. Ces exemples ne rentrent pas dans les conditions 
de l'énoncé précédent parce que la variable indépendante est 
ici le degré de l'approximation ouïe nombre de chiffres déci- 
maux que l'on prend, et cette variable peut croître sans limite. 
Le théorème précédent assujettit la fonction et les variables à 
rester finies.) 

1®' cas. — Il n'y a qu'une seule variable indépendante {*). 

Gomme la fonction reste réelle et continue lorsque la varia- 

- 

(*) Voir une démonstration, purement analytique, dans Touvrage de 
M. Tannery : Premiers principes de la ^orie d'une fonction d'une variable. 



I 
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ble X varie entre les limites données a, p, elle peut être repré- 
sentée par une courbe. La forme de cette courbe montre bien 
qu'il y a, entre ces limites, une ordonnée Gy supérieure à toutes 
les autres, c'est la valeur principale supérieure; et aussi une 
ordonnée Aa inférieure à toutes les autres, c'est la valeur 
principale inférieure. 

Si la fonction atteint la valeur principale supérieure Gy 
pour une valeur de x distincte des limites a, p, c'est un 
maximum algébrique, car de chaque côté l'ordonnée va en 
décroissant, à moins qu'elle reste constante. Dans ce dernier 
cas, la courbe se réduirait aune droite horizontale et la fonction 
une constante; il n'y aurait ni maximum ni valeur principale. 
Au contraire, au point A la valeur principale inférieure cor- 
respond à l'une des limites, ih ne sera pas, en général, un 
véritable minimum algébrique ; en effet, celui-ci exige que 
l'état croissant soit précédé d'un élat décroissant. 

2"® cas. — Il y a plusieurs variables indépendantes. 

Je m'occupe seulement de la valeur principale supérieure. 

Pour montrer que cette valeur principale supérieure existe 
toujours, je vais faire voir que, si le théorème est vrai pour 
les cas de n variables au plus, il Test aussi pour le cas de 
w 4- I variables. Gomme il a été démontré pour le cas d'une 
variable, il sera vrai pour le cas de deux variables, pais de 
trois, etc. 

Soit F(x, y, z, . . . /) 

la fonction considérée, ayant n + i variables indépendantes 
X, y, z, , . . t . Soit Uy b, c, . . , l un système de valeurs de 
ces variables comprises entre les limites qui leur sont assi- 
gnées. La valeur correspondante de la fonction est 

F(a, 6, c, ... /). 

Dans cette expression, remplaçons la lettre a par la variable 
X ; nous avons une fonction d'une seule variable 

F(a;, 6, c, ... /). 

D'après le premier cas, cette fonction admet une valeur 
principale supérieure 

F(a'6, c, ... /) 
pour une valeur x = a' ne sortant pas des limites de a?, et 
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cela quelles que soient les valeurs b, e, ... / comprises 
entre les limites des variables. 
On a donc 

F(a', 6, c^ . . . /) > F(a, b, c, ... /). 

La valeur a' dépend des valeurs attribuées aux lettres 

b^ c, ... l, de sorte que c'est une fonclion de ces lettres de la 

forme 

a' = f{b, c, ... /) ; 

et, si Ton remplaçait a' par cette valeur, dans F, cette dernière 

fonction ne contiendrait plus que les n lettres bj c, ... L 

Mais sans faire cette substitution, il sera toujours possible 

de calculer la valeur de F pour un système de valeurs de 

6, c, ... /; en effet, on portera d'abord ces valeurs dans /*, 

ce qui donnera la valeur correspondante de a', et ensuite on 

substituera dans F. 

Cela posé, remplaçons dans F les lettres 6, c, .. . / par les 

variables indépendantes y,Zj ...t. La lettre a' est remplacée 

par une fonction de ces variables, que je désigne par X, en 

posant 

X = f(y, ^, ... ; 
et alors F devient 

F (X, y,z, ... t) 

renfermant seulementlesn variables indépendantes y^z,.. .t 
Toute valeur de F(X, y, z, ... t) est une valeur de 
¥(x, y^ Zy ... t); car, si je donne à y, z, s . . t les va'eurs 
respectives 64, c^ ... /^ comprises entre les limites données, 
X prend une valeur a^ comprise entre les limites de x; et 
comme x est une variable indépendante, je puis prendre x 
= a^; donc les deux fonctions prennent la même valeur. La 
réciproque n'est pas vraie. 

Comme par hypothèse la fonction ¥{x,y,z ... t) reste réelle 
et finie lorsque les variables varient entre les limites données, 
la fonction F(X, y, z ... t), prenant seulement des valeurs 
appartenant à la fonction précédente, doit aussi rester réelle et 
finie. De plus, elle reste continue, commeF(aj, y, z ... t), 
parce que la lettre X, qui tient la place de x, est une fonction 
continue, puisqu'elle reste, réelle et finie dans les limites don- 
nées* 
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Ainsi F{X, y, z ... t) est une fonction de n variables indé- 
pendantes seulement, qui reste réelle, finie et continue lorsque 
les variables varient entre les limites données ; donc elle 
admet, par hypothèse, une valeur principale supérieure, 
pour un système de valeurs des variables indépendantes com- 
prises entre les limites de ces variables. 

Soit y = b\ z =c\ t = r 

ce système de valeurs. Alors X prend une valeur a" comprise 

entre les limites de x. On a donc 

F(a%b\c' ... r) >F{a\b,c .../) 
et a fortiori 

F{a\ b\d .../')> F^a, 6, c •../). 

Cette valeur F(a", 6', c' . . . /'), étant supérieure ou au moins 
égale à une valeur quelconque de la fonction, est la valeur 
principale de cette fonction. 

Le théorème est donc démontré. 

Remarque. — En isolant d'abord y au lieu de x, on trouve- 
rait une valeur F (aï, ôi' , cî . . . l[) qui doit être égale à la pré- 
cédente, car chacune des deux ne peut le céder à aucune 
autre. (A suivre,) 



SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

DE LA. PREMIÈRE QUESTION (EXAMEN DE SAINT-GYR 1892) 

Par M. E* LiauTeriili,y. 



Étant donné un prisme AA'BB'GC dont la section droite est 
un triangle rectangle ABC (l'hypoténuse BG n*est pas tracée) 
par le sommet A de l'angle droit mener un plan sécant AB'G' tel 
que l'angle B'AG' soit égal à un angle donné co et que Voire du 
triangle AB'G' soit équivalente à K*. 

(On supposera que les deux points B', G' sont situés du 
même côté par rapport à la base ABG.) 

Sur l'arête AA', prenons un point arbitraire a, et menons 
par a le plan parallèle au plan AB'G' qu'on suppose répondre 
à la question; ce plan rencontre la base ABG suivant la droite 
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^y; on détermine ainsi un trièdre trirectangle Âapy, que nous 
nous proposons de construire. 

Soit H la projection du sommet A sur la face «By. On sait 
que le point H est l^orthocentre du triangle apy. D'autre part, 




si Ton mène aHD et AD, Tangle ADa, que nous désignerons 
par <p, représente Tangle des deux plans ABC, AB'C, ou 
ABC, apy. Or, d'après une propriété connue, on a 

AB.AG _ 

- = K* cos (p. 



2 



lee 



Ainsi, 9 est connu, par suite le triangle rectangle aAD est dé- 
terminé; donc on connaît aD et aH, 
et Ton est conduit à construire un 
triangle a^y connaissant l'angle (o 
dont le sommet est en a la hauteur 
aD, issue de ce sommet, et l'ortho- 
centre H. Pour cela, il suffit de 
mener (fig. 2) par le point D, pied 
de la hauteur aD, donnée en gran- 
deur et en position, la droite 
DE, telle que l'angle EDa = 90» 
— (o; celle-ci rencontre la circon- 
férence décrite sur aH comme 
diamètre en deux points E, E'; en traçant aE et prolongeant 
cette droite jusqu'à sa rencontre en y avec la perpendiculaire 
menée par D sur Da, on obtient le sommet y; la droite EH 
détermine par son intersection , avec yD, le troisième sonunet^. 
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Le point E' donnerait, par une construction analogue, un 
triangle symétrique de afy par rapport à aD. 

Pour placer ce triangle dans la fig, 4^ observons que, dans 
le triangle rectangle ADy, on connaît AD et Dy; donc Ay est 
connu, de même Âp. 

En portant au contraire la longueur Ay sur la direction AB 
et Ap sur la direction AC, on obtiendrait la direction d'un 
second plan .répondant aussi à la question. 

Discussion. — Pour que les constructions précédentes soient 
possibles, il est nécessaire et suffisant que la droite DE (fig. 2) 
rencontre la circonférence 0, c'est-à-dire que la distance du 
centre à DE, savoir 01, soit inférieure au rayon Oa, 
ou OD cos 0) < Oa. 

Soit Aa = 2, on a Oa = sin 9, 

et OD = aD — Oa = -: sin 9, 

SlUîp ^ 

ji N. !»• z Tiz ^ —sin' 9 . 

d oîi i inégalité ; cos w < sm 9 

^ sin 9 ^ 

2 cos (ù < sin' 9 (i + cos m) 

I — 2 sm* - < (i — cos' 9) cos' - 

2 ^2 

O) (0 

— sin* - < — cos' 9 cos' - 
2 ^2 

cos' 9 < tg' - 

OU C0S9<tff- 

^ ° 2 

AB.AG 
or cos 9 = -j^ , 

donc la condition unique imposée au problème est 

^, AB.AG ^ (O 

K' > cotg - . 

2 ° 2 

Remarque. — La solution précédente résout aussi le pro- 
blème suivant, de Géométrie descriptive : 

Par un point donné, mener un plan faisant un angle donné 9 
avec la ligne de terre et tel que Vangle de ces deux traces soit égal 
à un angle donné co. 
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QUESTION 328 

Trois ballons se meuvent en ligne droite avec des vitesses uni- 
formes. 

On donne leurs positions à deux instants différents. 

On demande de construire une ligne droite qui puisse être 
parcourue par un ballon avec une vitesse unifonne, de telle sorte 
que les trois premiers ballons paraissent immobiles à Vaéronaute 
du quatrième. (Tarry.) 

Soient A, B, G et A', B', G' les positions données des trois 
ballon, à deux instants différents. 

Il s'agit de trouver les positions P et P' du quatrième bal- 
lon à ces mêmes instants. 

Pour que les trois premiers ballons paraissent immobiles à 
Taéronaute du quatrième, il faut et il suffit que les droites 
PA, PB, PC soient respectivement parallèles aux droites P'A', 
P'B', P'G' et par suite que les plans PAB, PBG, PCA soient 
respectivement parallèles aux plans P'A'B', P'B'G', P'G'A'. 

D*oîi Ton conclut que le poiat P est l'intersection des trois 
plans passant par AB, BG, GA et respectivement parallèles 
aux droites A'B', B'C, G' A' et le point P' l'intersection des 
plans menées par A'B', B'G', G'A' parallèlement aux droites 
AB, BG, CA. 

QUESTION 329 

Quatre trains se meuvent sur des voies rectilignes avec des 
vitesses uniformes. 

On donne leurs positions à deux instants différents. 

On demande de construire une voie rectiligne qui puisse être 
parcourue par un train arec une vitesse uniforme, de telle sorte 
qu'à tout instant du mouvement les quatre premiers trains pa- 
raissent immobiles aux voyageurs du cinquième. (Tarry.) 

Soient A, B, G, D et A', B', G', D' les positions données des 
quatre trains à deux instants différents. 
On voit aisément que le problème consiste à trouver deux 
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points P et P' tels que les droites PA, PB, PC, PD soient res- 
pectivement parallèles aux droites P'A', P'B', P'C, P'D'. 

Transportons le quadrangle A'B'G'D' parallèlement à lui- 
même de manière à faire coïncider le point A' avec le point A, 
et désignons par p, y* ^ ^^^ positions nouvelles occupées par 
les points B', C, D'. 

Sur PÂ, considéré comme homologue à P'A', construisons 
la figure PAp'y'S' directement semblable à la figure P A'B'G'D'. 

On voit aisément que les points p\ Y 9^' sont) situés respec- 
tivement sur les droites PB, PC, PD et aussi sur les droites 
Ap, Ay, A8. 

De plus, les points p\ y'> ^' divisent dans le même rapport 
les segments Ap, Ay» A8. 

Des points se mouvant sur les droites Ap, Ay de manière à 
diviser dans le même rapport les segments Ap, Ay, à tout 





instant du mouvement, décrivent évidemment des divisions 
homographiques. Par suite, les droites qui joignent respecti- 
vement ces points mobiles aux points fixes B et C sont les 
rayons homologues de deux faisceaux homographiques. 

Or le lieu géométrique des points d'inlersection de ces 
rayons homologues est une conique passant par les points^ 
B, GetA, 
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Donc le point P, intersection des rayons B^' et Gy', est situé 
sur cette conique parfaitement déterminée. 

On démontrerait de même, en considérant les points f ' et 8', 
qui divisent dans le môme rapport les segments Apet A8, que 
le point P se trouve aussi sur une autre conique passant par 
les points 6, D et A. 

Ces deux coniques se coupent aux points A et B, et le point 
cherché P est l'un ou l'autre des deux autres points d'inter- 
section. 

La position du point P étant connue, celle du point P' s'en 
déduit immédiatement. 

Le problème est du second degré et peut comporter par 
conséquent des solutions imaginaires. 

Observation très importante. — La géométrie générale four- 
nit toujours une interprétation réelle des solutions imagi- 
naires rencontrées en géométrie ordinaire. 

Dans le problème que nous venons de résoudre, elle nous 
fait connaître que le train imaginaire se compose de deux 
trains réels qui parcourent des lignes droites avec des 
vitesses uniformes. Les propriétés de ce couple de trains 
font l'objet d'une question qui sera proposée dans le pro- 
chain numéro du Journal de Mathématiques spéciales. 

QUESTION PROPOSÉE 

460. — Résoudre le système des trois équations : 

I II 

- + 



X y — z 6 + c 

I I I 

- -• =1» 

y z — X 

III 

% X — y c 

(Lauvemay.) 

Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAVIPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. 
IMPRIMERIE CHAIX, RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 17718-8r92. 



JOURNAL DK HATHÉHATIQDES ÉLÉHBMTAIRBS 217 



TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMETRIQUE 

Par M. Bernés. 

(5ui/e, voir page 193.) 



APPLICATION A DITERS POINTS REMARQUABLES DU TRIANGLE 

XXXI. — Du transformé g du centre de gravité G. 

Le point g s'obtient en prolongeant la symédiane AS au-delà du 
point d, où elle rencontre la circonférence ABC, d'une quantité 

dg = - Ad. Car dG est parallèle à gT>. 

2® Si sur AB, AG on porte Ad' = 2AB, Ad" = 2AG, les cir^ 
conférences AGd', ABd'' passent par g; les triangles gGd', gd''B 
sont directement semblables ^ ainsi que gCd'', gd'B; si G^ est le 
symétrique de G relativement au milieu D de BG, les circonférences 
BGid', GG^d'' passent aussi par g; et si g^ est le milieu de Ag, 
D' le milieu de AG, D'^ le milieu de AB, les circonférences GD'gi 
BD"gi passent par G. 

Les circonférences AGrf', ABd'* sont les transformées des 
médianes BD', GD" qni se coupent en G, donc elles passent 
en g. Dans les quadrilatères inscriptibles kGgd\ ABgd^\ on 
a {Gd\Gg)=^{AB,Ag) = {d"B,d'g), et (éfff, d'G) = (Aj/, AG) 
= {Bg, Bd"). Les triangles gGd\ gd''B ont donc deux angles 
respectivement égaux et sont directement semblables. On 
prouve de même la similitude directe de gGd"f gd'B. Le 
point Gi, est la rencontre de Gd', Bd", homologues dans gGd\ 
gd"B; doncTangle (G^B, G,d') est égal à Tangle (gB, gd') 
formé par deux autres côtés homologues des mêmes triangles, 
elle quadrilalèreGiBd'g' estinscriptible. Pour la même raison, 
le quadrilatère G^ Gd'^g estinscriptible. Enfin, gi est le trans- 
formé de Gi et les circonférences GD'g^, BD'^g^ sont les trans- 
formées des circonférences BGjcT, GG^d". 

JOURNAL DB MATH. ÉLÂM* — 189^ 10 
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Généralisation. — Toutes les propriétés de 2® peuvent être 
étendues à un couple quelconque de points symétriquement 
inverses M, m. On peut formuler ainsi cette généralisation: 
Sî M, m sont deux points symétriquement inverses, M^ le symé- 
trique de M relativement à D ; e, /a rencontre de GM^ et AB^; f, celle 
de BMj et kG'j E, F les rencontres de AG, AB avec BM, GM, 
et m^ le point harmoniquement opposé à m, relativement à Ad; les 
triangles mGe, mfB sont directement semblables, ainsi que les 
triangles mfU, mBe,; les circonférences GM^f, BMjO passent par 
m; les circonférences Bm^F, Cm jE passent par M. (à rappro- 
cher du § VJII.) 

3® Coordonnées tripolaires de g. — Désignons par m, m', m" 

?^hc 
les longueurs des trois médianes. D'abord Ao = — ; et la 
^ 2m 

similitude de A^G et ABG, de A^B et AGG, donne 

hm' _ Gm" 
^G = — > ^B = — • 
^ m ^ m 

On obtient pareillement o^a = , qd" = • 

^ w m 

Remarquons aussi qu'en transformant, par inversion, les 
trois4)roduits kG,gd\ kd\gC, Ag.Gd', relatifs au quadrila- 
tère inscriptible A.Ggd\ on voit qu'ils sont proportionnels à 
GD', BG, BD', ou à i, 2, 3. Et de même pour le quadrila- 
tère kBgd\ 

4® Sik'est lesymétrique de A, relativement à BG; et L Je trans- 
formé de V orthocentre H ; le point g est sur la circonférence AA'L. 
Car G est sur OH. 

Ici encore, dans le quadrilatère AA'jL, les trois produits 
AL.^A', AA'.^L, Aj.A'L sont proportionnels à GO, HG, HO 
c'est-à-dire à i, 2, 3. 

5^ Si f, f, f" sont les points harmoniquement opposés à A, rela- 
tivement aux trois côtés du triangle dd'd", les circonférences 
Afd, Afd', Af'd'' 5e coupent en g, et l'on a 

gd Ad _ gd\Ad'_ gd^ Ad^' _^ 

if'Âf ■" gf 'Af " gr'AP "' ^' 
le signe — indiquant que g est du côté opposé à A, relativement 
' à chacune des cordes df, dT, d'T. 

Les trois points /*, f, f" sont les transformés des milieux 
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F, F', F" de D'D", D''D, DD' ; les trois circonférences sont 
donc les transformées des trois médianes DF, D'F', D^F" du 
triangle DD'D'' et comme celles-ci se coupent en G, les 
trois circonférences se coupent en g. D*ailleurs, Tégalité 

— - = — 2 se transforme en ^:-ri> = — 2; de même pour 
GF gf kf 

les autres égalités. 

Plus généralement : si 1, V, \" sont les points Mrnwniqaement 
opposés à A, relativement aux côtés d^un triangle qiielconqtiepp'p" y 
les circonférences Alp, Al'p', AF'p" se coupent en un même point 
K et Von a les mêmes relations que plus haut. Car ces circonfé- 
rences sont les transformées des médianes PL, P'L', P"L" du 
triangle PPT^ 

XXYII. — Du point de Lemoine G' et de son trans- 
formé g\ 

/® Le point g' est la rencontre de la médiane AD et de la paral- 
lèle menée, par g, à G'G. On peut Vobtenir aussi comme isocy- 
cliqua de G, de même que g est risocyclique de G'. De plus, g et 
g' sont isogonaux. 

2® Si Von coupe AG par une droite BB', antiparallèle à AB 
relativement à V angle G, et que B[ soit le symétrique de B' rela- 
tivement à G, la circonférence ABBJ passe par g'. 

En effet, la parallèle menée, par G, à BB', coupe AB en un 
point b\ transformé de B^ et le transformé b[, de Bj, est le 
coDJugué harmonique de 6', relativement à AB. La droite Gb' 
faisant l'angle BGb' égal à GBB', et par suile égal à A, est 
tangente à la circonférence ABC. Donc, d'après une propriété 
connue sur la 8ymédiane,6j conjugué harmonique de 6', rela- 
tivement à AB, se confond avec le pied de la symédiane issue 
de G dans ABG, et la circonférence ABB^ est la transformée 
de celte symédiane. Donc elle passe par g\ 

Même propriété, en permutant B et G. 

a* 
La distance B'G ou GBi est égale à r*. 

3^ Le triangle g'BG a pour centre de gravité le point ^ oiila 
médiane AD rencontre la circonférence ABG. 

Gar T étant la rencontre des tangentes en B et G à la cir- 
conférence ABG, on sait que G' et T divisent harmoniquement 
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la symédiane AS. Donc A, transformé de B, divise en deux 
parties égales la distance tfg'y où 9 est la projection deTorlho- 
centre sur la médiane et par conséquent le transformé de 
T (§ VII, 5®). Et comme, d'après ce môme §, (pD =: DA, il en 
résulte A/ = 2DA. Donc A est le centre de gravité du 
triangle g^BG. 

En se rappelant que ^BC est symétriquement semblable 
au podaire de G', relativement à ABC, et que G' est le centre 
de gravité de ce podaire, on voit que g' et G' sont homologues 
dans ces deux triangles. 

Une autre explication très simple consiste à appliquer aux 
deux couples isogonaux <p, îrf (§ VII, 4®), et g, g" la relation 
caractéristique EM.E'M' = const. qui donne ici àg'.dg 

= Aç.rfîrf. Or dg = ^ Ad = vid. Donc ^g' = ipA = 2DA. 

Cette égalité A^= 2DA donne une construction directe du 
point g". 

On remarquera qu'elle équivaut à Ag' = 3GA. 

4® Les circonférences AB8, AGG' se coupent en un point qui est 
harmoniquement opposé à A, relativement à GG'; et les circonfé- 
rences AG8, ABG' en un point harmoniquement opposé à A, relative- 
ment à BG\ Le rapport anharmonique (8AG'd) est égal à — 2. 

Cette proposition résulte de la précédente par inversion. 
Les deux premières circonférences sont en effet les transfor- 
mées de GA, B^' qui se coupent au milieu de B^'. Et, de même, 
pour les deux autres. Quant à l'égalité (SAG'd) = — 2, elle 

provient de la transformation de — |- = — 2. 

AD 

ô^La droite qui joint d au point ou une parallèle^ menée par g, 
à la médiane AD remontre BC, passe par g'. La parallèle à la 
symédiane Ad, menée par lepoint où g A rencontre BC passe par g'. 

Ce sont là des cas particuliers du théorème 1 du § XIX. Dans 
le premier, on considère le couple isogonal g, g' et le couple 
isogonal formé par d et un point à l'infini sur AD. Dans le 
second, le même coupie g, g' et le couple formé par A et un 
point à l'infini sur Ad. 

On pourrait, au second de ces couples, substituer tout autre 
couple isogonal, situé sur la médiane et la symédiane, par 
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exemple G, G', ou zrf, 9, ou T, A, ; A^ étant le symétrique de A, 
relativement à D. 

Et l'on aurait des propriétés analogues concernant G', en 
substituant le couple G, G' au couple g^g\ En outre, la trans- 
formation de ces propriétés par inversion en donnerait 
d'autres qui se rattacheraient au 2** du même théorème. Par 
exemple, si K e^i la rencontre de la circonférence ABC et de la cir- 
conférence menée par ket G tangentiellement à Ad, la drconfé^ 
rence ADK passe par G'. 

6^ Si l'on construit le triangle pqr du § XX, relatif au point g^; 
et que 1, T, \" soient les points harmoniquement opposés à A rela^ 
tivement aux trois côtés de pqr, les trois circonférences Api, Aql'^ 
ArF' passent par g'. 

Ces circonférences sont les transformées des trois médianes 
du podaire PQR du point G', lesquelles se coupent en G'. 

7° Les distances g'p, g'q, g'r sont proportionnelles à a.Ap, b.Bq, 
c.Cr. 

C'est la transformation de la propriété caractéristique de G': 

GT G'Q G'R 

a b c 

8^ On construit les symétriques B^, G^ du point A relativement 
aux perpendiculaires à BG eM B et G, démontrer que les circonr' 
férences ACB^, ABC^ se coupent en g'. 

La perpendiculaire en B, à BG, a pour transformée une cir- 
conférence A passant par A et G et orthogonal à la circonférence 
ABC; et B^ a pour transformé le centre de A, c'est-à-dire la 
rencontre h^ des tangentes en A et C à la circonférence ABG. 
De même, G^ a pour transformé le point de rencontre q des 
tangentes en A et B à la même circonférence. Or B&j et Gc^ 
passent par G'. Donc, etc, 

9^ On prolonge le diamètre AS de la circonférence ABG de SSi 
= AS, démontrer que la circonférence passe par g'. 

Résulte de ce que G' est sur la droite qui joint D au milieu 
de la hauteur AHq. 

iO^ Considérons, d'une part, les trois points e, s', e" où la per^ 
pendiculaire à A A' (A' symétrique de A relativement à BG), en A', 
rencontre la tangente en k àla circonférence ABG, le côté AB et 
le côté AG, et, d'autre part, les trois points [a, ji.', [jl" om laperpenr 
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(liciilaire à Ag', en g', rencontre le diamètre AS, laperpendiculairey 
en A, à AB, et la perpendiculaire, en> A, à AG. Soient f, f, f ' les 
projections de A sur 6|x, eV', e'V'* Démontrer que les circonfé- 
rences AGf ', ABf " se coupent sur Af, e/ gwe Ze point isogonal de 
ce point de rencontre est sur une circonférence AA'g'. 

On voit que f, f\ f^ sont les rencontres respectives des 
trois circonférences ayant Ae, Ae', Ae" pour diamètres avec 
les trois circonférences ayant pour diamètres Afx, Aja', Aix". 
Or, les trois premières sont les transformées des perpendicu- 
laires abaissées de sur les trois côtés BC, GA, AB; et les 
trois autres sont les transformées des parallèles menées par 
Gr' à ces mêmes côtés. Et Ton sait que si F, F', F" sont les ren- 
contres respectives des trois premières droites avec les trois 
dernières, les droites AF, BF', GF' sont concourantes. 

G'est aussi une propriété connue que Tisogonal de ce point 
de concours est sur la droite OG'. 
» Ji^ Coordonnées tripolaires des points g' et G'. 

Si Ton regarde comme connues les formules 
G'A G'B G'G 2abc 



/m\ fm'\ (m "\ 
\â) \b) \~) 



a* 4- 6* H- c« 



qui donnent les coordonnées tripolaires de G', on en déduit 

(j2 _|_ J^a _l_ gs 

d'abord ^'A = ; puis, par la similitude de Aj'B, 

AGG' et de A^'G, ABG', 

^ m ^ m 

On peut aussi obtenir directement les coordonnées tripo- 
laires de 5^, et en déduire celles de G', en se fondant sur les 
considérations géométriques suivantes. Si Ton considère 
le triangle /BG et le point A qui en est le centre de gra* 
vite, on remarque d'abord que les coordonnées angulaires de 
A, relativement à ABG, étant A, B, G sont aussi A, B, G relati- 
vement au triangle ^'BG oii^' est sur la droite AA; et comme 
g' est risocyclique de G, les trois triangles ABG, AG^', A^'B 
sont symétriquement semblables aux trois triangles GAA^, 
ABBi, AGGi, oîi Al, B^, G^ sont les symétriques de A, B, G 
relativement aux milieux des côtés opposés. La première de 
ces similitudes donne 
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AB_ AG _ _a^ _ AD 

6 c ~^ 2m^ /a\ ' 

Et les deux autres donnent 

^ _ Ac AB _ ^'B _ a 

2m' c ~^ h ~' 2m' ~" 2m 

Dou ^B= —, j'G = -— . 

m [m 

On a, d'ailleurs, 

G'A = m + 3AD = = • 

4911 2m 

Il convient de rapprocher ces résultats de ceux qui concernent 

le point g : 

.36c _ cm" ^ bm' 

si^"= z^' ^® = ";;r ' ^^ = ^ • 

On en déduit g=f. ^;, = *. 

/B a 9 G a 

^2® Coordonnées normales de g'. — Les coordonnées x\ y' z, 
sont données par les formules générales du § XXIII 

2R'ÂG^2' Z' Y' SÎF^. 

Un calcul facile donne 

, _ _ 3a'6'c' 

- (a» + 6« + c«) ' 

Gi G'd 3a« 
ou mieux ? = — , = • 

AG'^ AG 4^' 

De là, on déduit 

X' — — , 6w' = CJ5 = -^^ ; . 

2w« ^ 2m* 

On pourrait aussi obtenir x' comnre triple de la coordonnée 

correspondante de A et en déduire y\ z\ 

Remarque. — Les formules générales du § XXIII donne- 
raient, de même, pour les coordonnées normales du point g, 

^ ~ ~ 8Rm» 6 "" c ~" 2W* ' 

Gomme vérification de ces calculs, on a 

dS -t- hv[ + cz' = 2S, 
aa? -+- 6y H- CJ3 = 2S, 
et a^' = y^/ = S3'. f A suivre,) 
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DEMONSTRATION ELEMENTAIRE 

DU THEOREME FONDAMENTAL SUR LE MAXIMUM 
OU LE MINIMUM D'UNE FONCTION 

Par M. Dellac, professeur au Lycée de Marseille « 

[Suite et fin, voir ^,10S.) 



z 



Corollaire I. — Si pour la valeur principale supérieure 
aucune variable n'est égale à sa limite, cette valeur principale 
est un maximum. En effet, à partir des valeurs des variables 
correspondant à cette valeur principale, je fais varier les varia- 
bles d'une manière quelconque, et cela est possible, puisque 
aucune variable n'a atteint sa limite. Alors la fonction prend 
des valeurs plus petites que la valeur principale supérieure. 
Celle-ci esl donc un maximum. Même observation pour la 
valeur principale inférieure. 

Toutefois, la fonction pourrait rester constante lorsque OJ, y, 
varient d'une manière quelconque. Dans ce cas la fonction 
est une constante; elle n'a ni maximum, ni minimum. 

Si la fonction reste constamment égale à la valeur princi- 
pale lorsque les variables varient d'après une certaine loi, 
cette valeur principale est encore appelée valeur maximum 
(ou minimum), parce que, si les variables varient d'une autre 
façon, la fonction prend des valeurs plus petites (ou plus 
grandes). 

Corollaire II. — Si um fonction reste réelle j finie et 
continue lorsque les variables indépendantes varient entre des 
limites données; et si, de plus, die reprend une même valeur toutes 
les fois que une ou plusieurs variables atteignent leurs limites, la 
valeur principale est un maximum ou un minimum ( à moins que 
la fonction reste absolument constante). 

Car, si la fonction varie, il y a, d'après le théorème général, 
une valeur principale supérieure et une inférieure, et elles 
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De peuvent pas toutes les deux se confondre avec la valeur 
aux limites, puisque la fonction a varié. Supposons que la 
valeur principale supérieure soit distincte de la valeur aux 
limites, et par suite lui soit supérieure. Alors, pour cette 
valeur principale, aucune variable n'est égale à sa limite, et 
on retombe sur le corollaire précédent ; on a donc un véri- 
table maximum. On fera le même raisonnement pour la 
valeur principale inférieure. 
Nous allons indiquer, maintenant quelques applications» 

APPLICATIONS 

1® Produit de n variables positives dont la somme est 
conslante. 

Soit P = x.y.z ... t 

avec X -¥- y -h z -h . . . /:=S. 

Si les variables varient entre zéro et S, au plus, le produit P 
reste réel, fini et coatinu. De plus, si Tune des variables est 
égale à S, toutes les autres doivent être nulles, puisqu'on les 
suppose toujours positives ou nulles. Donc, si une quelconque 
des variables part de sa limite inférieure zéro pour aller à sa 
limite supérieure S, le produit P part de zéro pour revenir à 
zéro; comme, dans Tintervalle, il est plus grand que zéro, il y 
a un maximum, d'après le corollaire II. 

Gela posé, on démontre aisément que ce maximum ne peut 
avoir lieu que si toutes les variables sont égales. 

2» Somme de plusieurs variables positives dont le produit 
reste constant. 

Soit * B=x + y + z-\'...+t, 
avec x.y.z. ...^ = P. 

Les variables n'ont qu'une limite inférieure, laquelle est zéro, 
et aucune d'elles ne peut atteindre cette limite; car si Tune 
d'elles était nulle, le produit serait nul et ne serait pas resté 
constant. La fonction S ne pouvant décroître indéfiniment 
a une valeur principale inférieure. Gomme alors aucune 
variable n'est égale à sa limite inférieure zéro, c'est un véri- 
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table minimum, d'après le corollaire I. — On trouve aisément 
que ce minimum a lieu lorsque toutes les variables sont 
égales. 

3® Soit X = sin x -h s'my + ... -h sin ^, 
avec aj4-t/-f- ...+^ = S, 

chacun des arcs restant positif et plus petit que 77. 

La fonction X ne peut croître indéfiniment; donc elle a 

une valeur principale supérieure. On trouve qu'elle atteint 

celte valeur principale lorsque toutes les variables sont égales 

g 
entre elles, et égales à-. Aucune des variables n'est alors 

égale à sa limite. Donc il s'agit d'un véritable maximum. 

Il 7 a aussi une valeur principale inférieure, mais ce n'est 
pas un véritable minimum algébrique, parce que certaines 
des variables atteignent leurs limites. 

Même raisonnement pour 

Y = sin a;. sin y sin f, 

avec X -h y + .•• -h t = S. 

à^ b^ c^ l* 

4® Soit X = 1 1 h ... +7» 

X y z t 

avec X -\- y -^ z + ... +^ = S, 

chacune des variables étant positive. 

La fonction X reste plus grande que zéro ; donc elle a une 
valeur principale inférieure. On trouve que cela a lieu pour 

^ _ y _ ^ _ _^_ S 

a '^ b "^ c ~^ " ' ~ 1 ~~ a -h b -h c-hl 

Gomme aucune variable n'est alors égale à sa limite, cette 

valeur principale est un véritable minimum. 

5** Soit X = a\/x -h b\/y h- c\/z -h . . . -f- l^J 
avec X ^^ y -h z -i- ... H-f = S; 

les variables x^y^z, ... ^ et les coefficients a^b^c, ... / étant 
supposés positifs. 

Cette fonction ne peut croître indéfiniment, puisque chaque 
variable ne peut dépasser S. Donc il y a une valeur princi- 
pale supérieure. Alors on a 

^_y__^_ _ t S 

a« "" 6* ■" c» "" " ' ■" 7« "" a* + 6* -H c> -h /« ' 
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Gomme aucune fonction n'est alors égale à sa limite, il s'agit 
d'un véritable maximum. 



Exemple: v/3 — 2a? + /Sœ — 2, 

ou bien, V^^ \/ a? + V^3 i/o? — -• 

La somme des variables soumises aux radicaux est 

3 2 II 

2 5 10' 
elle est donc constante et positive. Par suite le maximum a 

lieu pour 

3 211 

œ a? — - — 

2 _ 5__io__ii 

83 
d'oii x= — • 

70 

6« Soit X = a?" -f- y* + ^* + ... + t\ 

avec aa? + 61/ + ciT + ... + tt = S. 

Prenons d'abord deux variables seulement. 
On a l'identité 

{ax + byY + (te -r- ay)* = (a* + 6»)(aî* + t/*). 

Puisque ax -h by est supposé constant, le minimum aura 
lieu pour 6aî — aj/ = o, 

d'oîi • ? = |. 

a 

Gela posé, la fonction X étant toujours positive, a une valeur 

principale inférieure, plus grande que zéro. En s'appuyant 

sur le cas de deux variables, on trouve aisément que cette 

valeur principale inférieure correspond à 

^ __ y __ ^ _ __ ^ S 

a^b^c~^'"~ï~~a + b'hc +...-4-i 

Gomme alors aucune variable n'est égale à sa limite, c'est 
un véritable minimum* 
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GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

QUELQUES CHANGEMENTS DE COORDONNEES 
Par M. A. Poulain, à Angers. 



Les coordonnées de certains points prennent des valeurs 
intéressantes lorsqu'on remplace le triangle de référence ABC 
par un autre A'B'C dont les sommets sont les semi-réciproques 
d'un point arbitraire M,^^ .ou qui sont formés par Mo et ses 
deux isobariques. J'examinerai seulement le premier cas, 
parce qu'il s'applique au premier triangle de Brocard, et que 
le second cas se ramène au premier. 

Les formules de transformation se simplifient et donnent, 
pour les nouvelles coordonnées barycentriuues d'un point 
variable M(a, p, y) : 





« Yo Po 




a Po «0 




a «0 Yo 


(1) «' : r : y' = 


P Po «0 


• 
• 


P «0 Yo 


• 
• 


P Yo Po 


ou, en posant 


Y *o Yo 




Y Yo Po 




Y Po «0 


X = oj — poY, , 


t^ - PS - 


- a 


oYo > ^ 


= . 


Yo - «oPo : 



(2) a': P': Y = (aX-f-pv4-Y{x) : (av+Pix+yX) : («ix+pX+Y^); 
et les formules inverses sont 

(3) a:p:Y=(aao+p'Yo+Y'?o):(a'Yo+P'Po+Y'«o):(«'Po+P'«o+Y'Yo). 
Appelons M' le point M, considéré comme rapporté à A'B'C. 

I 

1® Le point M^ a pour nouvelles coordonnées »... 

Po- Yo 
On le voit en développant les déterminants de (1), après avoir 

remplacé chaque terme de la dernière ligne par a© -h Po + Yo 
et ensuite par l'unité. . 

Il suffit de calculer la première coordonnée. Car (2) montre 
que, si l'on permute circulaiiement a, p, y ^^ «o > Po > Yo > il ^^ 
est de même de a', p', y'. 

Il suit de là que le point de Lemoine de ABC, est le point de 
Steiner du premier triangle de Brocard; et, dès lors, le centre 
devient le point de Tarry. 
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2® La formule (3) montre que le point ( j . . . , de 

ABC, devient (X, |x, v). 

3*^ Le réciproque de M© devient f r > . . . ) . Ainsi le réci- 
proque de Mg et le réciproque de soti associé à Vinfini deviennent 
réciproques entre eux. 

4® De ce qui précède, on déduit d'autres résultats, en obser- 
vant que, d'après (2), si on remplace un point M(a, p, y) par 
son premier ou son second isobarique, M' est remplacé par 
son second ou son premier isobarique. Il s'ensuit que les bro- 

->...]. Si 

l'on remplace M par son complémentaire, son anticomplémen- 
taire, son associé à l'infini, le point M' subit des transforma- 
tions analogues. 

««Le point {% H- Yo - «o» Po» Yo) devient (- ao, po + Yo> Po + Yo)- 
On trouve ainsi ce que deviennent les sommets du second 
triangle de Brocard, rapporté au premier. 

6® Le sommet A devient (X, v, fi.); c'est le semi-réciproque 
du point (X, fji, v) de A'B'C 

Soit AiBiQ un triangle tel qu'en lui rapportant les points 
A, B, G, ils aient pour coordonnées les semi-réciproques de 
(o^o » Po » Yo)« D'après ce qui précède (6®), le point A^, rapporté 
à ABC, est le semi-réciproque de (X, [a, v). Par suite, les résul- 
tats ci-dessus s'appliquent : pour certains points de A^BjCi, 
on peut connaître leurs coordonnées par rapport à ABC. En 
particulier, le triangle kfifi^^ dont le premier triangle de BrO" 
card est ABC, a pour sommets des points qui, rapportés à ABC, 
sont les semi-réciproques de (a* — b*c*, . ..). 

Les formules (3) permettent de trouver les anciennes coor- 
données des points de ABC, par exemple du nouveau point Mq 
qui provient de (a? h- 2poYo > •••)» ®^<^« 

Soit P le point (X, [x, v) de ABC. Les quadrangles M^ABC, 
PA'B'C sont homothétiques par rapport à G. En effet, le point 
P est situé sur GM^. Car on a 



^0 - PoYo = «oK + Po + Yo) - ^^oPo>-.- 



Yo) - 2 
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Or, si Von remplace^ par leurs semi-réciproques y deux points tels 
que Mo et P, alignés sur G, chaque droite passe encore par G, elle 
rapport de segments déterminé par G ne change pas. 

Le point P est un transformé quadratique de Mq. Si on lui 
applique à lui-même cette transformation, il redonne le point 
Mo. Car X» - jAv = aoCïaJ - SaopoYo). 



EXERCICES 

Par M. Boatln. 

(Suite, voir p, 179). 



VIL — Les côtés du triangle DEF sont respectivement parallèles 
aux côtés du premier triangle équilatéral podaire, les côtés de 
DiE^Fj, aux côtés du second triangle équilatéral podaire. 

Soit a'6V le premier triangle équilatéral podaire. Les coor- 
données normales des divers points à considérer sont : 

^ ^ ' sin(B+6o<^)-hcosG sin(A+6o®) 

z 

~ sin (C H- 6o«) + cos B sin (A + 6o«) ' 

x 
^*'^ y^^' sin (A-f-6o«)+cos G sin (B-h6o«) 

_ z 

~" sin (G -h 60®) + cos A sin (B + Go^Y 

y z 



(D) - 20? = 



sin(G+.3oo) sin(B-h3o«)' 



X z 



sin (G-+-3o«) ^ sia(A+-3o«) 

Pour vérifier le parallélisme de a'b' et DE, on formera 
réquation de DF, et Ton verra que les distances de a\ b\ à 
DE, sont égales. On est ainsi conduit à la relation : 

[sin (B + 3o<>) sin (C + Se*) + i sin (A + 3o<>)] x 
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X Lsin (A + 60°) cos G H- sin (B -t- 6oo)j 
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+ [_ - sin» (G -h 3o^)] [sin (G + 6o«) + cos B sin (A + 6o«] = 

4 

= [sin (A + 60°) + cos G sin (B + 60^]) X 

X [sin (G + 3o<>) sin (A 4- 3o^) -h - sin (B + 3o«)] 

+ [i -« sin» (G -4- 3o<»)] [sin (G 4- 60°) + cos A sin (B + 600)]. 
4 
Gette égalité est une identité. 

On constaterait, de même, la seconde partie de la proposition. 

Il existe deux triangles équilatéraux maximums circonscrits 
à ABG, l'un circonscrit proprement dit, qu'on peut appeler 
le premier ; l'autre, tel que A, B, G sont sur les prolonge- 
ments de ses côtés, et qu'on peut appeler second triangle 
équilatéral maximum circonscrit. 

On a, à leur égard, la proposition suivante : 

VIII. — Les triangles équilatéraux maximums^ circonscrits à 
ABG, sont respectivement homoihétiques au premier et au second 
triangle équilatéral podaire. 

En effet, d'après un théorème connu (7. M, E. année 1887. 
question 146), ces triangles ont leurs côtés respectivement 
parallèles à ceux des triangles DEP, DiE^Fi . 

IX. — K est le centre de similitude : i^ du triangle DEF, et 
du premier triangle équilatéral podaire; 2® du triangle D^E^Fi, 
et du second triangle équilatéral podaire. 

Vérifions que KD passe par a', et que KD^ passe par a"; 
a' 9 al^ désignant les sommets sur BG des triangles équila-* 
podaires; il suffit de reconnaître que : 



sin (B -h 6o<>) -h cos G sin (A -i- 60**) 
sin (G + 60°) + cos B sin (A + 6o«) 







sin (B — 6o<») + cos G sin (A — 60**) 
I sin (G — 60®) -h cos B sin (A — 60^) 



h 
c 

a 

b 
c 



I 

2 
sin(G4-3o°) 
sin(B-H3oo) 

I 

2 
sin (G - 3oo) 
sin(B-3o<>) 



=0, 



s:o. 



233 JOURNAL OE IIATUÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

X. — La circonférence DEF passe par W,; la circonférence 
DiE^Fj passe par V,. 

Ces cercles DEF, D^EiFi, comme on le sait, ont G pour centre 
commum ; ce sont les lieux des centres des triangles équila- 
téraux circonscrits à ABC. Les rayons correspondants sont : 



^/ 



2S (cotg0 ±1 v/3) 



3 

On constate aisément que ces valeurs concordent avec les 
expressions données pour GV^, GW, (voir J. M. £., année 
1889, p. 244). 

XI. — V, est le centre d*homothétie de DEF et du premier tri- 
angle équilatéral maximum circonscrit; Wj est le centre d^komo- 
thétie de D^E^Fi et du second triangle équilatéral maximum 
circonscrit. 

GV, étant une perpendiculaire commune à deux côtés 
homologues de DEF et du premier triangle équilatéral ma- 
ximum circonscrit, il suffit de constater que G et V, sont à 
égales distances de DE, d'après un théorème connu. 

Pour démontrer l'égalité de ces distances, il suffit de 
vérifier que 

^ [sin (G + 3o«) sin (A + 3o«) + - sin (B + 3oo)] 



cos (A — 3o®) 3 



I 



fsin (B -H 3o«) sin(G -h 3oo) + - sin(A + 3o«)] 



cos (B - 3o°) ' ' • '2 

- [i - sin» (G + 300)] 



cos (C -+- 3o^ 

sin A 

= G. 



= -Aprsin«(G + 3oO)--ly 
sin G L A\^^ 



cos (A — 3 G®) 

Démonstration analogue pour la seconde partie de la pro- 
position. 

XII. — Les centres des deux triangles équHatéravœ maximums ^ 
circonscrits à ABG,sow^, respectivement, sur les circonférences J^EF y 
DjE^Fj, les points diamétralement opposés à Wg et Vj. 

Geci résulte immédiatement des trois propositions précé- 
dentes. Les coordonnées barycentriques (a', p', y') àe ces points 
sont déterminées par 

«' ?' _ Y 

2^ H- 2Y — a 2(x + 2Y — P 2a -h 2P — y' 
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a, p, Y désignant, suivant le point considéré, les coordonnées 
barycentriques du second ou du premier centre isogone. 

XIII. — La distance VjWj des centres isogones est vue, des 
sommets du triangle ABC, sous des angles qui sont en progression 
arithmétique. La raison de cette progression est 60*^. 

On trouve aisément 

tg V.AW. = /V'^»^ f - '^"^g ^> , . 
^ * ^ cotg B -^ cotg C — 3 cotg A 

tg V,BW, = y 3 (cotg A - cotg C) ^ 
° * * cotg A + cotgC-2CotgB ^^ * * ^' 



v/3 (cotg B — cotg A) 

cotg B + cotg A — 2 cotg G 

(A suivre.) 



tgV,GW, = „.!. T:'JZ 7 ^7,r;„ . = tg (V, AW. - 6oo), 



QUESTION 417 

Solution par M. Aug. Boutin. 



V orthocentre n^ est jamais sur la circonférence de Brocard, sauf 
dans le cas limite qui correspond au triangle équilatéral. 

(E. Lemoine.) 

Le cercle de Brocard étant le lieu des points tels que leur 
triangle podaire ait le même angle de Brocard que ABC, si H 
était sur ce cercle, le triangle orthocentrique aurait même 
angle de Brocard que ABC, et par suite, on aurait 

— I] cotg 2A = S cotg A. 

ou 1=3 cotg A cotg Bcotg C ^ cotg A. 

En observant que 

\^ cotg A cotg BJ = I, 
on a 

2d cotg" A cotg» B — cotg A cotg B cotg G 2à cotg A = o, 
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OU 2d cotg» A (colg B — cotg G)* = o, 

égalité qui ne peut èlre vérifiée que si Ton suppose 

A = B = G. 



QUESTION 412 

flk>Intioii par M. L. BénézeCh. 



Soient a, b, c les côtés d'un triangle quelœnque. Démon- 
trer que Von a, quel que soit n,{*) 
(a« + b» 4- c*)(a'»-2b'»-2 + bn-2çn-2 _^ c"-2a«-2) < 2 (a" + b" + c»*) 

(a'^^ ^ ljn-2 _^ cn-2). 

GonsidéroQS le point M dont les coordonnées barycen- 
triques sont a^ 6", c**. 

On a 

2 (a"H-6»4-c")(6^c*+c"6*) -a«6"c*'-a"6V-a'»6V 



MA' = 



d'oh 






avec des formules analogues pour 

MB^ ■ MG^ 

et — ;-• 

Par suite, 

(Sa«)« ^TTT = 2(Sa")(Sa"-*)-(2a»)(Sa'»-»6"-»). 

Le premier membre de cette égalité étant essentiellement 
positif, le second Test aussi. On a donc bien, 

2{2:a'»)(2a«^«) > (Sa«)(Sa"-»6"-«). 



{*) L'énoncé est ici, corrigé; le sens de l'inégalité, par erreur typogra- 
phique, ayait été changé. 
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QUESTION 413 

SolatioD par M. L. Bénezegh. 



Les portions l,, 1„ 1,, I4, comprises à rintérieur de la sphère 
circonscrite^ des droites qui joignent les sommets Â^ Â,, A,, A^, 
d*un tétraèdre à son centre de gravité, vérifient la relation 

2 (di,+dt,+dj,)' ^ 
^1 = 42-^i- 

^la» dj,, . . . ayant leur signification ordinaire. 

D'après un théorème connu (Voir : Note de Géométrie et de 
Mécanique), on peut écrire : 

^li + ^18 + ^14 = 4-^1 Cr.L. 

G désignant le centre de gravité du tétraèdre. 
On a des formules analogues pour A,G, A,G, A^G. 

Ainsi : y (^.. + ^u + ^.>)* = ,6 SGÂ^ 

Or (/. E., 1890, p. 146), 

4 
Donc... 



QUESTION 411 

Solotion et déTeloppements par M. L. BértézEca. 



A propos de cette question, que nous traitons plus loin 
(Pr. IV), nous voulons montrer, sur quelques exemples, 
comment, par un choix convenable de notations, on peut 
résoudre facilement un certain genre de problèmes d'Analyse 
indéterminée. 

Problème I. — Trouver deux nombres entiers, positifs, 

sachant que leur somme est un multiple de leur produit. 

Représentons par 06 et X •¥- y les deux nombres cherchés* 

On doit avoir 

x H- d; -h y = Mûè{x 4- j/), 
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ce qui peut s'écrire 

x(zx — 2) -f- y{zx — = 0. 
Or, si Ton prend zx > 2, le premier membre de cette 
équation est essentiellement positif, et si Ton prendra; = i, il 
est essentiellement négatif. Il faut donc que .^a? = 2; ce qui 
entraine, soit a? == i, z = 2; soit x = 2, z = i. D'ailleurs, 
dans cette hypothèse, l'équation se réduit à y=o.Les nombres 
demandés sont donc égaux entre eux, et égaux à i ou à 2. 

Problème II. — Trouver trois nombres entiers positifs, 
dont la somme soit égale au produit. 

Soient ce, a; -f- y, x -^ z les trois nombres cherchés, 
rangés par ordre de grandeur croissante. 
On doit avoir 

x-hx-hy-hx-^z^ x{x + y){x 4- z)^ 
ce qui peut s'écrire 

X {x^ — 3) + (y 4- z){x^ — i) + ^î/« = o. 

Or, en prenant a? > f , le premier membre de cette équa- 
tion est essentiellement positif; il faut donc que x = i. Dans 
cette hypothèse, l'équalionse réduità yz = 2, ce qui entraine 
y = I, z = 2. 

Les trois nombres demandés sont donc i, 2, 3. . 

Problème III. — Trouver trois nombres entiers, positifs, 
sachant que leur produit est égal à la somme de leurs produits 
deux à deux. 

Soient x, x + y, x -{- z les trois nombres cherchés, 
rangés par ordre de grandeur croissante. 

On a 
x{x 4- y){x -h ^) = x{x + y) 4- x{x 4- ^) 4- (a? 4- y)(x 4- z) 
ou bien 

x'^{x — 3)4- x{y 4- -J)(a; — 2) H- yz){x — i ) = o. 

Or, si l'on prend a; > 2, le premier membre de cette 
équation devient positif, à moins toutefois que Ton ait 
a;=3,y = ^ = oet, dans ce cas, les trois nombres égaux à 3, 
répondent à la question; si l'on prend a? = i, le premier 
membre devient négatif. Il faut donc que l'on aita? = 2. L'équa- 
tion se réduit alors à y>sf = 4, relation qui entraîne soit y = i , 
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z = 4, soit y = 2, z = 2. Ou obtient ainsi les deux 
systèmes de solutions 2, 3, 6, et 2, 4, 4. 

Problème IV ( *) . — Trouver quatre nombres entiers, positifs, 
tels que leur somme soit égale à la somme obtenue en ajoutant 
au produit du plus grand par le plus petit, le produit des deux 
autres. 

Soient x, x -h y, x -h z, x + u les quatre nombres cher- 
chés, rangés par ordre de grandeur croissante. 

On doit avoir 
x-hx-hy + x + z-ï-x-hu^: x{x + w) 4- (a? 4- y){x 4- z), 
ce qui peut s'écrire 

2x(x — 2) 4- (y + <^ 4- u)[x — î) + yz = o. 

En prenant a? > 2, le premier membre de cette équation 
est essentiellement positif; il faut donc que x ^ i. Dans 
cette hypothèse, Téquation devient indépendante de u; 
elle se réduit à yz = 2, ce qui entraîne y = i, z = 2» 

Les trois plus petits des quatre nombres demandés sont 
donc I, 2, 3, le plus grand pouvant être choisi à volonté. 



QUESTION 403 

Solotion par M. W. J. Greenstreet M. A. 



Si Von projette un foyer d'une conique sur la tangente et sur 
la normale en un point de la courbe; puis, ce dernier point sur 
taxe focal : 

Lesdeuxpremières projections seront en ligne droite avec le centre. 

De la troisième, leur dislance sera vue sous un anqle droit. 

Dans r angle formé avec V axe par la droite qu* elles déterminent, 
la normale et la droite joignant la deuxième projection à la 
troisième seront anti-parallèles. 

(*) Ce problème est celui qui constitue la question 411. 
Cette cmestion a été résolue par MM. B. SoUertiasky;SvecbnicoSf à 
Troïtzk; Youssoufian, èi Gonstantinople; Gh. Michel. 
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Les dislances du centre à ces deux dernières projections seront 
entre elles dans un rapport égal à V excentricité^ d'où résulte, sans 
calcul^ le rapport connu de la différence ou de la somme des rayons 
vecteurs d'un point d'une conique à la distance de ce point au 
second axe. (A. Tissot.) 

AbaissoDS les perpendiculaires du foyer S, sur les droites 
PT, PG, TK; soient Y, K, L les pieds de ces perpendicu- 
laires. Abaissons encore GZ, PN perpendiculaires à Taxe. 

!<> Ona '§yF=:zÎNS=ÎKS^ = 1rPK/ 
d*où Ton conclut que Y, P, K, N, S, sont concycliques. 

La droite YLK est la ligne de Simson de S par rapport 
au triangle PYK , dans la circonférence circonscrite au 

quadrilatère SYl*N ; et comme ?YZ ="S(JZ, les points 
Y, S, G, Z sont concycliques, et nous concluons que YLG 
est la ligne de Simson de S, par rapport au triangle YZG. 
Aifisi Y, K, G sont colinéaires. 

2* tNg ='ZPK = 900: 

3« "knG = 900 - 'PnK = 90^ - PYK = PkT = eST 

PG et NG sont antiparallèles dans l'angle G. 




4*> NKT ^'YST (parce que SENS est inscriptible ) , 

= 900 - YTS = PGS ; 

^NG = 1 8o<> - SNK == "SPS (parce que SNKP est 

inscriptible). 

KG sin'KNG sin'SPS SG SA „ ^ . .^^ 

GN sinNKG sin^GS SP AX 

De là résulte, sans difficulté, le rapport demandé. 
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QUESTION 405 

Stolotion par M. B. Sollertinskt. 

Deux circonférences tracées sont telles que Vune A passe par le 
centre de Vautre 8. Construire, avec la règle seule, les centres 
de ces circonférences^ leurs centres de similitude, la tangente 
commune et ses points de contact. 

Soient A, B les points d'intersection des circonférences A, S. 
On peut trouver, avec la règle seule, les pôles p, Q de AB, 
par rapport à 8, A. L'un de ces points p se trouve sur la cir- 
conférence A qui passe par le centre de l'autre. Ce centre o 
est l'intersection de pQ avec A. 

Soient G le point oii le diamètre po rencontre 8, E l'intersection 
de AG avec A. Les angles pAG, GAb étant égaux, E est le 
milieu de l'arc B;>. De là résulte que : 

1® OE est la bissectrice de l'angle GOB et par suite rencontre 
Bp en un point F appartenant à la tangente GF; mais cette 
tangente rencontre A au point J de son contact avec la tan-^ 
gente commune. (Qu. 383.) 

2® Soit b le point, sur 8, diamétralement opposé à B. Les arcs 
pE, BG étant semblables, les droites E6, EB rencontrent po 




aux centres de similitude S, S'. On mène ensuite JS/', fot : 
t est l'autre point de contact. 

Enfin, on trace ^SJ', JJ' : l'intersection des droites po, JJ' 
est le centre de A. 
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QUESTIONS PROPOSÉES(*) 



451. — D'un point quelconque M du plan d'un angle BOB 
égal à 60®, on abaisse les perpendiculaires MB, MB', MA sur 
les côtés OB, OB' et sur la bissectrice OA de cet angle. Démon- 
trer que 

OB = MB' - MB. 

452. — La somme algébrique des distances des trois som- 
mets d'un triangle et de Torthocentre à une droite quelconque 
passant par le centre du cercle d'Euler est nulle. 

453. — Dans tout Iriangle, toute hauteur (pa est moyenne 
harmonique entre les deux segments, déterminés sur la perpen- 
diculaire au côté correspondant (la médiatrice) à cette hauteur 
menée par le milieu de ce côté, par les deux autres côtés, ces 
segments ayant pour origine commune le point milieu. 

454. — Étant donnée une circonférence de diamètre AA', 
on mène une corde quelconque B'B parallèle à ce diamètre, 
on prend la corde AM double de la distance des deux 
parallèles AA', BB'; Démontrer que Tangle AA'G est double 
de Tangie AA'B, C étant un point quelconque situé sur le 
prolongement de MA'. 

455. — Si, dans le plan d'un triangle rectangle, on mène 
par le sommet de l'angle droit une transversale quelconque, 
et par chacun des trois sommets, on mène dans le même sens 
de rotation, des droites faisant chatcune avec cette transver- 
sale un angle égal à Tangle du triangle correspondant à ce 
ce sommet, ces trois droites sont concourantes. 

(*) Par M. Lauvemay. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIItERIB GHAIX, RUS BBROÂRB, 20, PARIS. ^ 20604*9-92. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMÉTRIQUE 

Par M. Bernés. 

{Suite, voir pago 217.) 



XXVIII. — Des points de Brocard Û, û', . et dk leurs 

TRANSFORMÉS (i), b)'. 

1. Les points de Brocard ont pour transformés les points ou les 
parallèles BA^, GA^ à AG>AB, rencontrent les tangentes GT, BT 
à la circonférence ABC. 

Supposons le premier point de Brocard û défini par ses 
coordonnées angulaires — G, — A, — B. Les angles du 
triangle wBG seront A + G, B 4- A, G + B, ou — B, — G, — A. 
Donc 0) est le point de rencontre de BAj, et GT. De môme 
(«>' est le point de rencontre des droites GA^, BT. 

(0 et (ù' sont isogonaux, comme on le voit par les angles 
— B, — G, — A; — G, — A, — B des deux triangles wBG, 
(o'BG, et comme cela doit être puisque û, û' le sont. De 
plus, (0(1)' est parallèle à ÛQ^ et (o' est l'isocyclique de Q, 
(o celui de û'. 

Corollaire. — De la construction de (o, od', on peut conclure: 
i° Q est à la rencontre de la circonférence qui, tangente à AB, 
passe par A et G, avec la circonférence qui, tangente à BG, passe 
par A et B; 2<> Û' est à la rencontre de la circonférence qui, tangente 
à AC, passe par K et B, avec celle qui, tangente à BG, passe 
par A et G. 

2. Coordonnées tripolaires de (0,(0' et coordonnées tripolaires 
correspondantes de û, û'. 

Le triangle a)BG est symétriquement semblable au tri- 
angle BGA . D'oh 

(oB (oC a 

a " c ~' b 
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On a ainsi deux des coordonnées tripolaires 

« fit* n ^ 



La troisième est donnée par la relation très simple 

;;;i2 _ —^^ = a« + c\ 

En effet, soit E la projection de co sur AG et Ha celle de 

A sur BG et observons qu'en prenant pour sens positif de 

GE le sens AG et de BHa le sens BG, ces deux quantités 

GE, BHfl sont toutes les deux positives ou toutes les deux 

négatives, selon que Tangle B, pris au sens restrictif de la 

géométrie ordinaire, est aigu ou obtus. Ainsi le rapport 

CE 

^7=r- est toujours positif; et, d'après la similitude de ABHa, 

(oG a ^ 

(i)CE, il a pour valeur — = t* Gela posé, l'égalité 

ZL^ = 1^^ ^b^^ 20. GE, 
devient i!5Â* - wG^ = 6* -f- 2a.BHa , 

ou â)A^ — (oG^ = a" -f- c*. 

De là, pour cette troisième coordonnée 

b\i^^ = 6«c* H- cW + a*6». 
On obtiendrait de même 

<i)J5 = — f <o,Li=— > 

ce 

ei c*<d'A^ = 6«c* -4- c^a* -*- a*6*. 

De ces formules, on déduit les coordonnées tripolaires de 
û et û' dont les valeurs absolues sont moins faciles à obtenir 
par voie directe, 

ÛA ÛB ÛG I I 



6«c c^a 0*6 6.(t)A y/ja^i ^ Qi^% ^ ^«jt 

cïk^ons _ qc _ I I 

c*ft~" a^c '^ b^a c.w'A \/6'c* + c^a* -h a*6* 
De là, par suite, on déduit les côtés des podaires PQR, 
P'Q'R' de û et û' relativement à ABG, et l'expression du rayon 
p du cercle circonscrit aux deux podaires. Le premier de ces 

podaires est semblable à BGA et le rapport de similitude, ^ > 

MX 
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est aussi égal à 



On obtient ainsi 2p ^ 



QR _ oAû 
6 "" 2R6' 
abc 



\/b^c^ + c^a* 4- a*6» 



I I 1 I 
ou — = — I 1 — . 

4p' a» 6* c» 

3. Coordonnées normales des points w, w', û, û'; puissances de 
ces points relativement à la circonférence ABC et rayons des cercles 
circonscrits à leurs podaires. 

En prenant les équations de Bk^ et CT, ou en utilisant des 
similitudes de triangles, évidentes, on trouve pour les coor- 
données normales de <o 

et pour celles de o)" 

On en peut déduire celles de û et Q' par les formule? 
générales 

a)A*'2R' js"" y"";;;!*' ®^^' 

Le point (o étant sur la tangente GT, on a 

(Oo = G<i) = — . 

On obtient ainsi 
oX ^ ^ _ cZ ^ 2S _ aX' _ àY' _ cZ' 

W W \^) ^'^6'*"*"3"« (?) t) fe) 
formules dont la démonstration directe est connue. 

Il y a lieu de remarquer Texpression des puissances ûo, ûo- 
La formule du § XXIII, û^wo = 4R*Xaj donne 

Û^ = î = û\ 

t I I 

â« "*" r* ■*" c» 

On arriverait au même résultat, en partant de la propriété 
connue que Q et û' sont équidistants de 0, que par suite û^ 
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et ûo sont égaux et en appliquant la relation ûo.ûo = 4R'XX^ 
qui a lieu pour deux points isogonaux quelconques. 

En se reportant à la valeur du rayon p du cercle circonscrit 
aux podaires PQK, P'Q'R', donnée dans 2**, on a ce résultat 
remarquable 

Géométriquement, p étant la distance du milieu de ûû' à 
chacun des points P» Q, R, 2p est la dislance de û' à chacun 
des symétriques de Û relativement aux trois côtés. Cette rela- 
tion peut donc s'énoncer ainsi : Si, par Û', on élève une perpen- 
diculaire à û'O, jusqu'à sa rencontre en L avec la circonférence 
ABC; le cercle décrit de û' comme centre, avec û'L pour rayon^ 
passe par les symétriques de Q relativement aux côtés de ABC. 

Si Ton appelle p^ le rayon du cercle circonscrit aux podaires 
de (0, u>', relalivement à ABC, on a, d'après le § XXIII, 

Pi X a* 

d'oîi a* = — 4ppi. Dans cette relation remarquable le signe 
— , comme il a été expliqué au § XXIII, rappelle que les sens 
de rotation sont contraires pour le podaire de Û et pour celui 
de 0). 

Enfin les distances cdcd' et ûQ' peuvent se déduire du théo- 
rème exprimé, § XXIII, par l'égalité M* =— T. Soit par 
exemple (ou)'. Mj^ désigne la puissance de M relativement au 



coco 



'8 



cercle circonscrit à son' podaire, ici M* est — - — pf, et T 
désigne xx' ou ■ ,, , • On a donc 

Or 4.0? = — = — ^i ; • > 

4P* 4P» 6«c* 

donc 

(00)'* = £- (a* + 6* + c* - 6»c* - c^a'' - a^¥). 

On en peut déduire ûû' par la relation 

ûû' _ p _ 4p' 
0)0)'* p' a* 
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D ou ûû = ^ ; — 1 . 

(6«c* + c'a» + a'ô»)» 
On rapprochera ces résultats de Texpression de OG'. 
On a 

(a* + 6' 4- c*)« ^ ^ 

OŒ 2R6c 

dOU r = ; ^^. 

0)0)'. a(a' -h 6' -*- c') 

4. Ic5 circmférences GA^xiS^ BAiirf' «on/ tangentes à EG c/ 5c 
coupent en A. Z.C5 circonférences Bwû, Co)û' «onf tongmtes à la 
circonférence ABC cf 5e coupent en d. 

En efiet, Co> est antiparallële à GÂ|, relativement à l'angle 
À|GB et, par suite, la circonférence GA^a> est tangente, en G, à 
BG; de même la circonférence BAo)' est tangente à BG. Ges deux 
circonférences (voir § VIT, S®) se coupent donc en un point 
qui est la projection de Torthocentre du triangle A^BG sur la 
médiane A^D. Gomme le triangle A^BG est symétrique do 
ABG, relativement à D,ce point de rencontre est le symétrique, 
relativement à D, du point 9 du triangle ABG ; et Ton sait, 
d'après ce même §, que ce symétrique est le point A oh la 
médiane AD rencontre la circonférence ABG. Ou, plus simple- 
ment, Torthocentre de A^BGest l'extrémité S du diamètre issu 
de A dans la circonférence ABG; A est donc sa projection 
sur ADAi. 

La seconde partie du théorème se déduit de la première par 
inversion symétrique. 

5. Transformé du diamètre de Brocard. — Si a est la rencontre 
de 0)0)' et BG, la circonférence décrite de a, comme centre, avec a A 
pour rayon, est la transformée de la droite OG' et les points 
0), 0)' sont conjugués relativement à cette circonférence. 

Gette propriété peut se déduire, par inversion symétrique, de 
ce que les points de Brocard Û, û' sont symétriques, relative- 
ment àOG'. Il s'ensuit que o), o)' sont conjugués relativement 
à la circonférence, transformée de OG'. Gette circonférence a 
donc son centre sur o)o)', et comme elle passe par A et par A' 
transformé de 0, ce centre est également sur BG. Il est donc 
en a, et aA est le rayon. 
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Il est clair que cette circonférence passe aussi par g . 

Nous allonsindiquerune démonstration directe du théorème ; 
alors, la remarquable propriété que û, Û' sont symétriques 
relativement à OG', en résultera. 

Voyons d'abord la situation de a sur BG. Le théorème de 
Ménélaiis appliqué à la transversale aaxo', du triangle A^BC, 
donne 

aB (oBj (o'A^ 

aC (OÂ^ u)'G 

Or B(i) = -T » <i)A| =r toB H- BA4 = — r — ; 



.. . coB a« ^ ^ ^ (o'G a« 
d ou — r- = j- ; et, de même, -77- = -r ; > 

T. aB o« - c* 
Donc — = . 

aG a* - 6» 
Nous allons montrer maintenant que la circonférence 
décrite, de a comme centre, avec aA pour rayon, passe par g'; 
et, à cet effet, nous établirons que la projection L, de a sur A^ 
est au milieu de kg'. 

De l'égalité "^ """ - '* 



on tire 



aG a* - 6* 
2Da 2a* — 6» — c' 



a ~ 6» - c'» ' 

et, comme 6* — c* = 2aHaD, 

T. TT T^ 2a* — 6* — c" 3o» — Am" 

on a Da.HaD = = rr^ — • 

4 8 

La similitude de DAHa, DaL donne 

Da _ PL 
AD ~ HaD ' 
et Ton voit, de plus, que DL et AD ont le même sens ou de 
sens contraires en même temps que Da et HaD, de sorte que 
cette égalité, comme les précédentes, a lieu en grandeur et en 
signe. De là on tire 

2DL = — - m = Da' - AD. 
m ^ 

Ceci prouve que L est le milieu de A/, et qu'ainsi la circon- 
férence a passe par g'. Passant en A et ayant son centre sur 
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BG, elle passe aussi en Â.'. C'est donc la transformée de la 
droite OG'. 

Nous allons faire voir, en troisième lieu, que Tantiparallèle 
kp, à Aa, relativement à Tangle Â, est parallèle à ùho\ 

On a, en efTet, pour le pied ^ de cette antiparallèle: 

6B aB _ c« 

pc'ic "" y 

Or, si Y est le point ou la parallèle, menée par A^, à (oco', ren- 
contre BC, on a 

yB _ BAi _ 6» 

tB" Buy "" ô»' 
yG _ CAt C 

aC^ Geo' ""a"' 

d ou 1— .-_-=: ^ , 

yB ûiG *» 

♦ A , yG PB 

et, par conséquent, "^ ~ ûp ' 

Ainsi Y ^^t la symétrique de p relativement à D, et Ap est 
parallèle à A^y» c'est-à-dire parallèle à ww'. 

Nous pouvons maintenant conclure. 

La droite ûû', parallèle à oxo', Test à Ap ; sa transformée, la 
circonférence Aoxo', est donc tangente à Aa, transformée de Â^; 
enfio, on a aa).aa)'=Aa*, c'est-à-dire que co, cd' sont conjugués 
relativement à la circonférence a. Donc Û, Q' sont symétriques 
relativement à OG'. 

Corollaire. — Si B', G' «on^ (comme dans § XXVI, 2<»), fe^ 
extrémités des antiparallèles menées 'par B. à BA, relativement à 
l'angle G ; et^ par G, à GA, relativement à V angle B ; la droite B'G' 
e*^ perpendiculaire sur OG'. 

Gar B' et G' sont les symétriques de (o et a>' relativement à 
D et, de plus, B'G' est parallèle à wo)'. 

On voit aussi par là que si Ton considère les points Bi, Gi) 
du même paragraphe ; (oBi et a>'Ci sont parallèles à BG et 

égaux à BG. 

(A suivre,} 
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DISTANCES DES POINTS REMARQUABLES 

DANS LE TRIANGLE 
Par M. Auif. Bontln. 



Remarques générales. — Nous avons réuni dans le tableau 
ci-après, un certain nombre de formules donnant la longueur 
du segment dont les extrémités sont constituées par deux 
points remarquables du triangle. L'expression de cette distance 
peut prendre des formes très diverses suivant les éléments 
qui y figurent. Nous avons, autant que possible, choisi la 
forme la plus condensée. 

Parmi ces formules, quelques-unes sont classiques ; d'autres, 
moins connues, ont été données par divers géomètres; enfin 
quelques-uns sont le fruit de nos recherches personnelles. 
Nous serions heureux de pouvoir compléter ce tableau par 
d'autres formules qui ont pu nous échapper, et nous prions 
nos lecteurs de nous les adresser. 

Parmi les distances de ce genre, certaines sont, pour 
ainsi dire, irréductibles; d'autres, se déduisent des pre 
mières par des relations très simples. Nous faisons suivre 
nos formules d'une liste de ces relations; il y aurait intérêt 
à pousuivre celle-ci. 

Nous désignons par 0, H, K, 0», I, F, V, W, V^, W„ G, 

r, V, r;, vl, û, û', z, Q, Ci, g,., p,, p„ r, n, Mo, m„ s, b, 

r, r', ô, 9, respectivement le centre du cercle circonscrit, 
l'orthocentre, le point de Lemoine, le centre du cercle des 
neuf points, le centre du cercle inscrit, celui du cercle 
ex-inscrit tangent à a, le premier et le second isodynamique, 
le premier et le second isogone, le centre de gravité, le 
point de Gergonne, le point de Nagel, le premier point du 
groupe de Gergonne, le premier point du groupe de Nagel, 
les points de Brocard, le centre du cercle de Brocard, le 
centre de l'hyperbole de Kiepert, le point de contact des 
cercles I et O9, Y et O9, les milieux de VV„ WWa, le point 
deSteiner, le point de Tarry, le réciproque et l'inverse de M, 
la surface, les rayons des cercles circonscrit, inscrit et ex- 
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inscrit (relatif à a) l'angle de Brocard, et, enfin, Tangle (*) 

donné par la formule 

tg <p = tg A + Ig B + t g G. 

Ceci posé : 01 = v^ R(R - 2r), 

01' = \/ R(tt + 2/), 

OJ = I (R - 2r), 

0,r= ^ (R + 2r^), 

Ov = R — 2r, 

Ov'a = R -+- 2r\ 

OH^ = R>(i - 8 cos A cos B cos C), 
= 9R« -4- 2r* -+- 8Rr — 2;?% 

HF^ = 4R« - 4Rr' 4- 3r» - (p - a)^ 

4Sp(R 4- r) 



or' = R« - 



Hr := 4R« - 



(4R + ry 

8p^R(2R — r) 

(4R + r)» 



—72 _ ^^, 8(p ~ a)'R(2R 4- rQ 
^^ " ^^ - - (4H _ rr 
9G1^= p*+ 5r« - i6Rr, 
90?^ = (p - ay 4- 57-'« -h i6Rr', 
2RrH4^^r)^ ^ 

Scolgô ^ ' 



KH^ = R" [tg« ô ~ 4 cos A cos B cos G (i - tg* 6)], 

9 48(1 + 2 sin* G) 

ûKG' = ^^ : T ^ - 27R» lg« e, 

^ sin 2Ô ' ® 

Dans les formules suivantes S = 4R + r, 

ûr = 2Rr — -. - I , 

L(P» - r^Y -+- 4S* J 

û r = 2Rr — ^^ - I h 

UP' - rS) -h 48» J 

(*) M. Boulin, à diverses reprises, a montré l'utiiitéqu'ily avait à intro- 
duire Tangle 9, dans cette Géométrie du triangle à laquelle il s'est appli- 
qué avec un zèle dont nos lecteurs sont depuis longtemps les témoins. 

Pour cette raison, on pourrait, il me semble, donner à cet angle çle 
nom d* Angle de Boutin, 6. L. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1891. 11. 
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ÛO = Û'O = R y/ 1 - 4siii* Ô, 



- ^ V («« - rhV + 4S» 



ir =^v^s«- 3p% 

H' élant ranlicomplémenlaire de H 

m = y/ s* — 3p% 



8 + r 



HT= .^v^8«-3p», 

<o, (Oj élant les centres des deux cercles tangents à trois 
cercles décrits des sommets comme centres et tangents deux 
à deux. M. Lemoine a donné, pour les coordonnées barycen- 

triques de ces points, 

a : P : Y = r' ± a : ..., 

^r= ,,, ^^ y s» - 3p\ 

8(8 H- 2p) '^ 



1= -— -^v/5«-3p% 

2p 4- 8 
2S 






R 



or, = Rip-^ / R(R - 2r), 



R 



Ov. = g^^^ v/ R(R - 2r), 



»' 



ir, = g-:;-; v/ R^R - ^r), 



r 



Iv, = g-3^ \/ R{R - ar), 

r.v. = R^. v/ R(R - 2r), 

Ov'a, = g^v/ R(R + 2r'), 
lv;,2 = g^ V^ (R + 2r')R, 
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Or;,2 = 5^-, s/ R(R + 2/), 

SX — r 
ri — r 

- i^'^^^ = rt^t; / R(R + ^r'), 

ir = 4R sin -, 
VY = 4R C03 ^ , 



2v/ (R - 2r)(R + 2/) 
R(6 + c) 

2\/ {R + 2r"){R -h 2r"'; 

OHo" = R«(i - 4 t g'e.i: cos«A ), 

ÛÛ' = 2R sin ô y/ I — 4 sin* 6, 
OK = — \/ I - 4 sin « 6, 

cos e 



ov 



ow = 



ûK =Û'K = R fg 6 v/ I - 4 sin» 6, 
/cotg 6 - v/3 



colg ô 4- v/3 
/cotg ô + v/3 



cotg Ô — v/3 

vw= _=£R£L=., 

\/ cotg» 6-3 
yy-î _ RI _ S(3v/3 + v/3cotg6tgy +4tg(p) 

3 tg ?(v/3 -1- cotg 6) 
ÔW,* = R« - S(4tgy-3t/3-y/3cotgetg9) 

3 tg 9 (cot ô - v/3) 
2S(cotg6 - 9cotg9) 

* ~ 3 (cotg 9 + v/3)* 
^^j_ 2 S (cotg 9 - 9 cotg y 

^^' - 3 (cotg 9 - v/3)' ' 
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TW^ - 2S(COlgO-9COtg(p) 

• ' ~ 5(cotg'8 - 3) ' 
2S 

'**^** "" cotg' e - 3 ^4 "^'g' ® - ' 5 <5«*s ® + 27 ^'^^ë <?) 



KY=R^3tg6/'°g°°-^i. 
^ ^ V siD (3o« -+- e) 



VI 



gy-2^ S(cotg 6 -- 9 colg y) ^ sin (3oo - 0) 

* 6 colg* Ô *sin (30^ + 6)' 
^^2 ^ S(cotg e - 9 cotg <p) sin (3o° + Q) ^ 

* 6 cotg» e ' sin (3o« - 6) ' 

^^2 S(4 cotg* e — i5 colg e 4- 27 colg (p) 
Jo^ri = -— = > 

6 cotg» ô (eoig ô 4- \/3y 
—2 _ S(4 cotg» 6 - 1 5 cotg e + 27 cotg 9) 

6 cotg» 6 (cotg 6 — \/3)» 

OP. = £2îp . KP. 

YW* = —^-^——, 
* 3 (cotg 6 + ^/3) 

2 8S 



:=. » 



V W^ = — 

3 (cotg 6 - ^3 

GV^* = V (cotg 6 - \/ï), 

Gw,* = ^ (cotg e + v/3). 

3 



GV = 



_ potg 6 - v/3 / 2S 




Gw = £2i^iW3. /ZZEm, 1 



3 y cotge + v/3 1 

3 y cotg ô - v/3 

Soient L,, L2, M,, M2, les points dont les coordonnées 
normales sont x : sin (A ± 3o^) et en général : x : 8in(A ±: X) 
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^ 3R' (cotg' 6-3) 

^^' = (v/3cotg6 + 1)'' 

3R' (cotg' 9 - 3) 
ni ^ — = » 

* ~ {\JZ cotgO - 0' 

KL R t/ cotg' 9-3 

* cotg 9 (v/3 cotg 9 + i) 

R / cotg' 9 --j_ , 

cotgÔ(v/3 cotg 6 - i) 

, _ 2R y/Vcotg» 6 - 3 
^^^ - 3 cotg^ 6 - 1 " ' 

R cote: X v/ cotu:» 6-3 

* I -f- cotg X cotg 6 

R cot g X / cotg» 6 - 3 

OM2 = 7 — :; 7 — Z ' 

cotg X cotg 6 — I 

KM R \/ cotg' 6-^3 

* cotg 6 (cotg ô cotg X -h I ) 

_ « \/cotg' 9-3 

^ cotg 6 (cotg X cotg Ô — i) 

_ 3R cotg X \/cotg^ e - 3 
»^"" cotg» 6 cotg* X - I 
Soit D, le pôle do ÛÛ' par rapport au cercle de Brocard et 

D' le milieu de ÛÛ'. 

OD' = R cos 6 v/ 1 — 4 sin» 6, 

KD' = R sin tg G v i -4sin»e, 



R cotg 6 /—rT7. 7 

, = — vcotg* — 3, 

* cotg* - I ^ ^ 



OD, - ^ 

JOtg 



KD R \/cotg' Q - 3 

* cotg ô (i — cotg» ô) 



P ^ 2R cotg 9 y/cotg» e - 3 

• cotg* 6 — I 

OKoOuOD = R(i -4 sin» 6), 
KoR = 4R sin» 0, 
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KoN - 2R (i - 2 sin« Ô), 
ÛD- = û'D, = cos 2Ô. 

2 

Soient o, a, les centres de similitude des cercles circonscrit 

et de Brocard. 

R \/cotg* e - 3 
0(j =-• 



2 cotg 6 + v/cotg* 6—3 
^^, ^ R \/cotg« 6 - 3 



Z(7 = 



Z(i' = 



2 cotg 8 — y/ cotg' 6—3 
R (cotg* 6 - 3) 

2 cotg 6 (2 cotg 6 + v/cotg* 6 — 3) 
R (cotg* 6-3) 

2 cotg 6 (2 cotg 6 — v/cot^* 6 — 3y 
2R 



dd' = — - ( I — 4 sin' 6). 

Dans les deux formules suivantes, M désigne un point 
dont les coordonnées normales sont proportionnelles à 
r -h l cos A, etc. 

R 



OM = g_-yR(R - 2r), 



IM 



= RTl v/i^(R - -r)' 



Soient V, J, les points dont les coordonnées normales sont : 
X : cosB-f-cos C, . . . x : Ig— 



. • • . 
2 



OV = (R + r) y/S-p^ 

1W = 



v 



2R -h r 



r^' = ir [P'(I^ + r) - r8»] , 
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Pi 

p« + ri 
p% 

p* — rS 



i,r = .^ . .rv. 



H,r = rr^. .rv, 



i»Ho= -/i;..s. -rv. 



rô — 
p* — ro 
Distance des centres isologiques 

126*0* - 2a« 32S 



Sa*» - Sa*6» + 3a«6«c* tg 9 - 9 tg ô 
Distance des points de Jérabeck 
dbô 

A« = 7=,— • (Sa» - Sa«6 + 3a6c), 

-—2 a*6« + &♦(;« -h c*a* 4 ^ , . 

ûG^ = TTT— 1 — - S cotg 6 , 

3Sa'6« 9 ^ 

-j _ a6c(Sa» - Sa6') -h Sft'c» „. 

~ Sa'ô» -Sa* ^ ' 

S[i7Cot»9-4Cotg*e-7-tg9co'g<p(a5cotg'e-3)] 

~ 2 cotg 6(3 - cotg' 6) ' 

KN^ = 2R«(2 - 3 tg* Ô) - KR\ 

R'(cotg* Ô — 1 2) + 4S cotg 9 



^ ~ cotg' 9 - 3 

OJ, = - Hr, 
2 

—- , 4Rp'(R + r) „ ,*> 



5' 
^ p, ^ 4S(p - a)(R - r' ) 



or, = R» + - .2 



(*) Pour la plupart des formules sniTantes, voir : E. Lemoine (A. F. 
Congrès de Marseille, 1891). 
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l'v.; = 3Gr, 
I6R 

r«v. = -—[ip- a)«(R _ r') + r'hl], 

(Ja) pa? =: (p - c)y = (jo - 6)^ (8a = 4R - r'), 
JJ« = — —.GJ, 

JaJo,2 = — .GJa, 

Ôa 

2R — /• 



2R + r' 

Gr Ja.2 = r . GJa , 

2R — r' 

«•^" = .-RT7-0I'. 
037/ = &RS2 + 2(2R - ^(p - «)'J, 



îï:/ = ir [(p - «)'(R - O + r'^ll, 



s„ 



LL{JB - a)» + r'8 J» + 4S» ^ ' J ' 

Jj» Jo,î étant les complémentaires de F et F', on a 

or = 2GJ„ 

GF; = 3GJa.j. 

FJ, = 3GJ„ 
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r;ra.2 = 3GJa,2, 

, ^" 3S« 

11. g2 

Soit A la distance du point de Lemoine au point dont les 
coordonnées barycentriques sont 

a : p : Y = a* — 6"c* : . . . 

. \/4S cotg 6(1 + cotg* 6) — 27R* 

Q^ :^ Il I I . I I II I ■!■ I • 

corg 6(1—4 sin* 6) 
Soient Qp^ 6pa> le centre radical des cercles ex-inscrits et 
des cercles I, I*^, I". 

IGp=^IG, rGpa = -rG 

Soit 0, le point dont les coordonnées normales sont : 

x] y l z =z 2a — p: 

Sa le point 

£c : y : ^ = 3a +6 -h c : — a — 36 -4- c : -a -h 6 — 3c ; 

G0 = 4 GI, 10 = - eG = 3GI, 

4 

QQa = 4Gr, r0a= - 0aG = 3GI . 

4 
Dislance des isobariques du centre du cercle circonscrit: 

A» = 2S cotg Ô (i - cotg» 6) 4- R* (4 cotg* - 3). 

Distance des points X, X', qui sont, dans le triangle ITT", les 

isobariques du centre du cercle circonscrit à ce dernier 

triangle : 

Distance des isobariques de I : 



A = - i/S» - 3p«. 
P 

Distance des isobariques de H égale le double de la distance 
des isobariques de 0. 
Distance des isobariques de K : 

A« = gR» tg* 6 - 4S tg e. 
Distance des points de Jérabek 
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45 v/R(R - 2r) 

A = , 

p* •+- rù 
Distance du point au point a : p : y = a^ — b^c^ : . . . . 
A« == R« - 48R' - 4S cotg (cotg' 6 4- I) ' 

(cot - «830 «) 
Des relations suivantes; on déduit d'autres distances : 
0H = 3. GO, HoG = 2KG, 

Iv = 3.GI, HHo=20K, 

Hv = 2.0I, ^^'^ 2 •' 

O.K = - OHo, ^ 

2 ' GH = 2.OG, 

QG = i GR, HO, = 00, = - OH, 

2 2 

QH = QN, HH' = 2.0H, 

H'N = 2OQ, Ûû' 

K,H, = aD'K, ^^' == "'^'= ~7 ' 

KoH = 2OD', I 

ZO =ZK = i-OK, 

•^ ^ ~ ~ RK,, ^ -., „_. 

2 2 . 0,D = OKj, 

H,K = 3 KG, GD = 2GD', 

^ ■-!-■-■- --■- ■■■!■■■ _■_■_ 

QUESTION 418 

Solntion par M. Auguste Poulain, à Angers. 

On considère la circonférence qui passe par le sommet A et par 
le point de Leinoim d*un triangle ABC, et qui coupe orthogona- 
lement le cercle circonscrit. Démontrer qu'on a, pour tout point 

M de celle ligne, 

a«.MA^ mî 



b^MB^ - c«.MC* mj - m^ 



c 



fa, b, c désignant les côtés du triangle ; ma, .. , les médianes.) 

(L. Bénézech.) 

Il s'agit de montrer qu'en coordonnées tripolaires, X = AM 
. . ., réquation du cercle mené par A et E, orthogonalement 
au cercle ABC, est 

(1; \W(ml - m?) - ((x«6« - vV)m| = o. 
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Or, en vertu delademièrecondition,réqualionestdelaforme 

(2) pi* + g(A» + rv' = o. (voir /. S. 1889, p. 6). 
Comme les coordonnées tripolaires de K sont (J.S. 1889, 

p. 130) 

(3) X, = 4*'^*'" 



• • • 



(So»)' 
Les deux premières conditions se traduisent par les relations ; 

(5) w»î ^ -I- m^^ -i- m?^ = o, 

a' o" c" 

(6) On en tire —-^ = 7-^0 = —^ ; 

et, par suite, Téquation (1). On sait aussi que les coordonnées 
barycentriques du centre sont les valeurs (6) de p, g, r. 

Solution par M. L. Bènézegh. 

La question proposée est un corollaire du problème sui- 
vant : 

Trouver y en coordonnées tripolaires, V équation du cercle passant 
par le sommet A du triangle de référence, par le point Mo(Xo, [Xo, 
Vo) et coupant orthogonalement le cercle circonscrit au triangle de 
référence. 

Cette équation s'obtient immédiatement en appliquant la 
relation qui existe entre les distances respectives de trois 
points quelconques (Mo, A, M) d'un cercle, à trois autres 
points quelconques (A, B, G) d'un deuxième cercle cou- 
pant orthogonalement le premier (Voir /. E. 1891, p. 6). 
L'équation cherchée est donc 



^2 8 2 

^0 1^0 Vo 



= o, 



c* 6* 

X> p.« V* 

ou en développant X«(6VÔ — cM) — [t^b^ll h- v^'c'X? = o, 
équation qui peut s'écrire ainsi 

X« Xg 
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Dans la question proposée Iq, (Xq, v^, étant les distances 
du point de Lemoine aux sommets du triangle de référence 
et ces quantités étant, comme on le sait; respectivement 

proportionnelles a — > — > — ; on a bien 

a«X» ml 



Nota. — Autre solution par M. SoUertinsky. 



QUESTION 420 (*) 



1'® solution. — Soient a, b, c les longueurs des trois côtés 

BC, CA, AB, d'un triangle, et a, p, y les angles que forment ces 

côtés avec une direction fixe quelconque, dans le plan, ces angles 

étant comptés de o à 27r. Démontrer qu'on a : 

a* co« 3a -t- b* cos 3p -h c* cos Sy = 3abc cos (a + p + y)» 

a* sin 3a + b* sin 3p + c' sin 3y = 3abc sin (a + p + v). 

(Laisant.) 

Si l'on projette le contour fermé ABC sur la direction donnée 
et sur la direction perpendiculaire, on a 

(1) £a cos a = o, I]a sin a = o. 

On a d'ailleurs : 

cos 3a = cos* a — 3 sin* a cos a, 
sin 3a = 3 sin a cos* a - sin' a, 
cos (a -h p + y) = cos a cos p cos Y — L sin a sin p sin y, 
sin (a -I- p H- y) = 2 sin a cos p cos y — sin a sin p sin y, 
et les égalités à démontrer deviennent, par substitution de 
ces valeurs : 

Sa' cos* a — 3£a* cos a sin* a 

= 3abc cos a cos p cos y — 3Sa6c cos a sin p sin y 
'^ ) — Sa' sin* a h- 3Sa' cos* a sin a 

= 3Sa6c sin a cos p cos y — 3a6c sin a sin p sin y- 

(*) Nous donnoDs trois solutions de cette question. La première est 
dô M. Boutin, la deuxième de M. SoUertinsky et la troisième, fondée 
sur les équipollences, de M. Laisant. 
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Posons poar abréger récriture : 

a cos a = A, b cos p = B, c cos y = G, 
o sin a = B', 6 sin p = B', c sin y — G', 

(1) et (:2) devieunent 

(3) SA = o, SA' = o, 

i SA» - 3SAA'* = 3 ABC - 3SAB'C', 

^ ^ 1 3SA«A - SA'« = 3SA'BG - 3A'B'G', 
mais on sait que SA' — 3À.BC est divisible par SA, etcomitid< 
Sa = o> il en résulte SA* — 3ABC = o ; les identités (4) se 

réduisent à : 

SAA'* - SAB'C' = o, 
SA«A' - SA'BG = o, 
elles peuvent s'écrire : 

(SAA')(SA') - (Si'B')(SA) = o, 

(2AA'((SA) - {SAB)(SA') = ô; 

et les relations (3) prouvent qu'elles sont identiquement nulles. 

2^ Solution. — On voit, sans peine, que i: — A = y — p, 

7c — B = Y — a, 7C — C = p— a, 

Delà 
Sa» cos 3a = 8R»S sîn»A.cos 3a =- 8R»S cos 3a8in»(p - y). 
Or on sait que 

S cos 3x sin» (y — i?) ^ 3S cos» a; sin (y — z) 
s: 3 cos (x + y -h ^) sin (y — z) sin {z — x) sin (a?— y). 
Par suite 
Sa»cos3as:3cos(a4-p+Y).8R»sinAsinBsinCs:3a6ccos(a4-p4-Y). 
La seconde identité se déduit de celle-ci par la substitution 

3' Solution. — On a TéquipoUence identique 
BC» H- GA» 4- AB» = 3BG.CA.AB, 
car elle peut s'écrire 

(C - B)» + A - G)» 4- (B - A)» = 3(G -- B){A - G)(B - A), 
et se vérifie immédiatement sous cette forme. 

Or BG = ae«, CA = fce?, AB = CeT. 

Donc a»e3« + bH^ -h c'e^T = 3a6ce«+P+T, 

et, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires, 
on a les deux égalités de l'énoncé. 
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QUESTIONS PROPOSÉES (*) 

456. — Soient A', B' G' les deuxièmes points de rencontre 
des médianes d'un triangle avec la circonférence circonscrite 
et soient a^, 6^, Ci," les longueurs des cordes B'C, C'A', A'B', 
démontrer que Ton a 

ania ^ bm^ ^ ente 

dj &| C| - 

457. T A, B, G étant les trois sommets d'un triangle 
équilatéraly MD la perpendiculaire abaissée d'un point 
quelconque M du plan sur le côté BG, démontrer que 

T2B* 4-TI(? - 2MA* = 3R(2MD - R). 
R étant le rayon du cercle circonscrit au triangle ABG. 

Puis, si l'on Ton suppose AB=AG, démontrer que le lieu du 
point M tel que la relation précédente ait lieu, est une droite 
parallèle à BG. 

458. — Démontrer que le point symétrique de l'orthoc^ntre 
par rapport à l'un quelconque G des sommets d'un triangle 
ABG, le centre du cercle circonscrit et le sommet^G' du paral- 
lélogramme construit sur les deux côtés GA, GB sont en 
ligne droite et que le centre du cercle circonscrit est le milieu 
de la distance des deux autres points. 

459. — Si, par le milieu de l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle, on mène une transversale quelconque rencontrant 
les côtés de l'angle droit AG, AB en p et y, on a la relation 

b^ ^ 

460. — Si l'on a 

a{p — o) + b{p — 6) -t- c(p — c) = 4S, 
S désignant l'aire du triangle ABG, les trois circonférences 
tangentes décrites de chacun des sommets, comme centres, avec 

(*) Les cinq premières questions, ici proposées, étaient depuis long- 
temps composées et j'ignore à qui elles appartiennent. Si Fauteur veut 
bien se faire connaître, son nom sera publié, en môme temps que la 
solution G. L. 
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p — a, p -- 6, p — c, pour rayons, sont tangentes à une môme 
droite. 

461.— Soit f(ky [x,v) =0 réquation tripolaire d'une courbe. 
Démontrer que le point dont les coordonnées barycentriques 

/ r f 

sont —S— ,— est situé sur la normale à la courbe, au 

^0 (^0 Vo 

point) Xo, (Xo, Vo.) (Louis Bénézech.) 

462. — Soit M un point quelconque de la droite passant 
par les pieds des perpendiculaires abaissées, du centre du 
cercle inscrit à un triangle rectangle ABC, sur les côtés 
de Tangle droit. Démontrer qne Texpression 

(mB' - Mï^) cos G +(SC' - WP) sinC 
est égale au double de Taire du triangle considéré. 

Louis Bénézech, 

463. — Soient B, G et B', G' respectivement les extrémités 
d'un même diamètre dans deux circonférences ayant pour 
centre commun le point et telles que le diamètre B'G' de 
la plus petite soit égal au rayon R de l'autre. 

Soit M un point de la plus petite circonférence, [t. la pro- 
jection de M sur BG, si je prends sur M|jt. un point A tel que 
^^ = (xM (fxM + R). 

Le triangle ABG sera tel que la droite joignant les points 
de Brocard sera perpendiculaire a ABG. (E» Lemoine). 

464. — Soient F, T' deux circonférences ; la ligne des cen- 
tres coupe r aux points A, B, et F' aux points A', B'. 

Ayant pris, sur une droite A, perpendiculaire à AA', un point 
mobile M, les droites MA, MA' coupent F, F' respectivement 
aux points G, G'. Démontrer que la circonférence MGG' passe 
par deux points fixes. 

En supposant que A soit l'axe radical des circonférences 
considérées, démontrer que les circonférences telles que 
MGG' coupent orthogonalement F, F' ; de sorte que les points 
fixes, signalés plus baut, sont, dans ce cas particulier, les 
POINTS DE PoNCELET. (A. Bimaymé). 

465. — On sait que x — y passe par un minimum, si 

x'^ X y 

— = A , lorsque — = - . 
y^ ^ m n 
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AppUoatian. — Parmi tous les triangles isoscëles de même 
périmètre, déterminer celui pour lequel le cercle circonscrit 
est maximum. (Lauvemay.) 

466. — Déterminer les côtés d'un trapèze isoscèle, connais- 
sant son périmètre 2^, sa surface a' et la surface latérale -nb* 
engendrée par ce trapèze en tournant autour de la droite joi- 
gnant les milieux des bases. (Lauvemay.) 

467. — Démonlrer que les deux équations 

ax* -h bx -h c == o, 
(aV — ba')x^ -h 2{ac' — ca')x + bc' — c&' = o, 
ne peuvent avoir une racine commune, sans que l'une d'elles 
ait ses racines égales. (Lauvemay.) 

468. — Calculer les côtés d'un triangle, connaissant son 
périmètre 2p, la somme 8' des carrés des côtés, et sachant 
que 26c = a{b + c). (Lauvemay.) 

469. — Résoudre l'équation : 

(3 H ) =4(1 —x)li +ac)*-4-(2aî«4-2X— I ) • 

\ 14-20?/ ^^ ^^ ' \ 14-20?/ 

(Lauvemay.) 

470. — Les points qui sont situés au tiers de chaque hau- 
teur d'un triangle T, à partir de la base correspondante, 
forment un triangle T', semblable à T. 

Si, du triangle T', on déduit de même le triangle T"'; puis, 
du triangle T^ le triangle T'", etc. ... ; les triangles T, T, T', 
T'", . . . ont même point de Lemoine. 

Ces divers triangles sont d'ailleUrs, de deux en deux, homo- 
thétiques par rapport à ce point de Lemoine, point commun 
à ces triangles. (dVcagne.) 



ERRA.TUM 
Page 240, ligne 5, 

au lieu de OB = MB' — MB 

lisez OA = MB' ± MB. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIAiERIE CHAIX, RUB BERGÈRE, 20, PARIS. — 23082H0-92. 
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TRANSFORMATION PAR INVERSION SYMETRIQUE 

Par M. Bernés* 

(SuUey voir page 241.) 



Rayon du cercU a, transformé de la droite OG'. Ce cercle 
passant par g\ la puissance de D, relativement à ce cercle, est 

DA.Djf' ou 3DA.DQ, ou . On a donc 

4 



s 



4 
„ ^ a (2a' — ô« — c') 

Et comme Dx = — ^ rrr; -r $ 

2 (6' — c') 



a 



s 



= .., ^ .X. (a* + 6* -h c* - 6'c' - aH^ - a'6') 

ce qui peut s'écrire 

Aa = 7- r.<o(ô • 

6«— C' 

Remarque. — Si I est la projection de A sur OG', on a 

bc 
2 AI = r— , d'oîi la relation 6' — c' = 2AI.<oa)', 

Aa 

Procédant en sens inverse, on pourrait calculer directement 
AI et en conclure Aa. Les triangles AOG', ADHa ayant les 
angles en A égaux, on a, d'après le théorème sur les aires, 

AI.OG' _ R.AG' 
A.HaD "~ h.m 

ou AI.OG' = R.HaD. -= , , ^ , ^ ^—; 

m a{a* h- 6' -♦- c') 

a(a^ + 6' + C) 
puis ka=. R(6«^c') '"^' 

JOURNAL DB MATH. iLiV . ^ 1892 12 
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6® Transformée du cercle de Brocard. 

Les points w, co' sont situés sur le cercle tangent à aA' et ag 
en A' et g'. Ce cercle passe aussi par le point k^ et par le point p 
ou la perpendiculaire à AD en g' rencontre la huuteur AH, et 
il a son centre sur A,p. Ce cercle est, déplus, le lieu du point d!où 
0)^0) est vu sous un angle égal à A. 

Considérons en effet le cercle de Brocard, c'est-à-dire le 
cercle décrit sur OG' comme diamètre et que nous appellerons 
le cercle £, en désignant par £ son centre, milieu de OG. 
Le cercle de l'énoncé, que nous appellerons le cercle E^ , est 
le transformé du cercle E. Celui-ci, en effet, passant par 
et G' et étant orthogonal à la droite 0G% son transformé passe 
par A' et g'j et est orthogonal au cercle a et par conséquent 
tangent aux deux rayons aA' et ag' du cercle a. On sait 
que Q,Q' sont sur le cercle E, donc ti),a)' sont sur le cercle 
E^ . Le cercle E passe par le point vi projection de sur la 
symédiane, donc le cercle E^ passe par A^ qui est le 
transformé de irf. La projection P de G', sur AO, est aussi un 
point du cercle E, et comme le point P a évidemment pour 
transformé le point p oh la perpendiculaire è Ag' ou g' 
rencontre AH, le cercle E^ passe aussi par p. Du reste, dans 
le quadrilatère k!pg'k^ les angles en A' et g' sont droits, 
donc pk^ est un diamètre du cercle circonscrit E| . Remar- 
quons aussi que, comme DA^ = DA', le centre E^ est sur la 
^perpendiculaire D à BG. 

Enfin on a (AiB,AiC) — - A, 

ou (A,<»),A|û)') = — A ; 

d'où (Aia)',Ai(o) = A; 

donc <o'(o est Tue, sous un angle égal à A, de tout point de 
circonférence E^. 

Corollaire. — Cette dernière propriété se transforme 
ainsi : si M est un point quelconque du cercle de Brocard, les tan- 
gentes en M, aux circonférences AMû',AMû, font entre elles 
un angle égal à A. 

Remarque. — Cette même propriété du cercle E^ donne, 

u âR 
pour le rayon u de ce cercle, — > = — • Et si Ton observe 



( 
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que, dans le cercle a, le demi-angle au centre A'aE^ est égal à 
l'angle inscrit A'A^' ou HaAD, on conclut que les triangles 
rectangles E^A^^a, DHaA sont semblables, et que 

A^ __ _A_ Aa _ 2S 

Â7Ê"" HaD' ^^ u ~ 6« - c«* 
On retrouve aussi la relation établie 5^ : 

A ^^ 

7« Si fy f, f" sont les points définis § XXVIy iO^, les circotin 
férences AGf, ABf et la droite kV' passent par w; et les 
circonférences ABf, AGf" et la droite Af passent par w'. 

On sait en effet que FB, F'C, F"A concourent en Ù et que 
FC, F^B, F'A concourent en Û'. (F, F', F" ont aussi même 
signification que § XXVI, 10^;. 

8** Démontrer, par la méthode d'inversion, que si par A, B, G 
on trace trois droites L, L', L" faisant des angles égaux respecti- 
vement avec AB, BG, GA et qui se coupent L' et U en D, L' et L 
en E, L et L'en F, les circonférences BGD, AGE, ABF passent par 
le premier point de Brocard û. Construction analogue pùar Vautre. 

Si simple que soit la démonstration directe, l'application 
de la méthode d'inversion nous paraît présenter ici un intérêt 
particulier, à cause de l'emploi qu'on y fait des formules 
relative aux angles, et d'une difficulté que nousBignalerons à 
la fin. 

Soit (AB, L) = (BC, L') = (GA, L") = 9. 

Considérons d'abord E, intersection de L et L'. La droite L 
a pour transformée une droite l tracée par A et telle que 
(AC, /) — — (p. La droite L" a pour transformée une circon- 
férence V passant par A et B et tangente à une droite BX" 
définie par (ABj BX") = <p, c'est-à-dire une circonférence 
de chacun des points de laquelle AB est vu sous un angle 
égal à cp; de sorte que pour e, intersection de l et l"^ et trans* 
formé de E on a 

(eA, eB) =9, ou il, eB) = 9. , 

Gomme (AG, /) = — 9; il en résulte 

(AG j eB) = G ; 
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donc eB est parallèle à AG et passe en (o. Donc la circon- 
férence ÂEB, transformée de eB, passe en Q. 

Considérons maintenant le point F, intersection de L et L'. 
La droite L', qui coupe BG sous Tangle 9, a pour transformée 
une circonférence /' qui coupe la circonférence ABG sous 
l'angle 9, c'est-à-dire une circonférence tangente à une 
droite CX' définie par 

(CT, CX') = 9, ou (GT, GA) + (GA, GX') = y. 
Mais (GT, GA) = B, d'où (GA., GX') = - B h- 9. 

La circonférence V est donc telle que, de chacun de ses 
points, on voit AG sous Tangle — B + 9. De sorte que, pour 
le point /*, intersection de /' et /, et transformé de F, on a 

(A, /G) = - B + 9 ou (/, /G) = - B + 9 , 
et comme (AG, /) = 9, il en résulte 

(AG, /-G) = - B ; 
donc fG se confond avec GT et passe en od. Donc la circon- 
férence AFE passe en û. 

Enfin prenons le point D intersection de U et L^. Son 

transformé d est l'intersection des circonférences l\ V\ et l'on 

a, par conséquent, 

(dA, dB) = 9 , (dA, dC) = -B + 9; 

d'où, par différence, 

(dB, dG) = - B. 

Et comme (a>B, (oG) = — B, le point o) est sur la circon- 
férence dBG. Donc Û est sur la circonférence DBG. 

Remarque. » Les droites AB, L ayant pour transformées 
leurs antiparallèles, relativement à A, AG, /, il est clair que 
(AB, L) = 9 se transforme en (AG, /) = — 9, ce qui 
semble en contradiction avec le principe de la conservation 
des angles en grandeur et en signe. La contradiction disparait 
si l'on observe que le point A, où AB et L se coupent sous 
l'angle 9. n'a pas pour transformé le point A où AG et l se 
coupent sous l'angle — 9. , 

En général, les transformées Z, V de deux droites qui se 
coupent en M, sous un angle. 9, sont deux circonférences qui 
se coupent sous l'angle 9, au point m transformé de M, et 
sous l'angle — 9, en A. 
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Quand M est en A, M est à Tinfini, et les circonférences, 
devenues des droites, ne se coupent plus qu'en Â, sous Tangle 

— 9- 

Considérées comme deux circonférences, de rayons infinis, 

deux droites quelconques qui se coupent sous un angle f doi- 
vent êlre regardées comme ayant à l'infini un second point 
commun oii elles se coupent sous l'angle — <p. 

Corollaire. — Le point de Brocard, û', est situé sur la circon- 
férence dBG. Car <a et Cï sont isocycliques. 

Généralisation. — Théorème. 1^ Si, par Â, B, C on trace 
trois droites L,L', L" qui se coupent en D, E, F, les circonférences 
DBC, ECA, FAB se rencontrent en un même point M; et si 
D', E', F' sont les isogonaux de D, E, F, les circonférences 
D'BC, E'CA, F'AB se remontrent en un même point M' isogonal 
de M 

2® Si, par B, on trace deux droites X, X', et par C deux droites 
Y, Y', définies par 

(AB, X) = (MA, MC), (AB, X') = (M'A, M'G), 

(AC, Y) = (MA, MB), (AC, Y') = (M'A, M'B), 

les droites XyY et la circonférence M'BC se coupent en un même 

point m, transformé de M, les droites X', Y' et la circonférence 

MBC se coupent en un point m', transformé de M'. 

3"^ Les coordonnées angulaires de M, relativement au triangle 
DEF, égalerU celles de M', relativement à ABC, et les coordonnées 
celles de M', relativement à D'E'F', égalent celles de M, relative- 
ment à ABC. 

4® Le podaire de M, relativement à DEF, est directement sem- 
blable à ABC, et M, est le point autohomologue de deux triangles 
semblables; le podaire de M' relativement à D'E'F' est directe^ 
ment semblable à ABC et M' est le point autohomologue. 

1^ Désignons par D, E, F, D', E'» F', les angles des triangles 
DEF, D'E'F'. Si M est la rencontre des deux circonférences 
DBC, ECA, on a : 

(MB, MC) = (DB, DC) = (DF, DE) = - D 
(MC, MA) = (BC, EA) = (ED, EF) = - B 
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d'où, par addition, 

(MB, MA) = F = (FB, FA), 

Donc M est sur la circonférence FAB. 

L'explication met en évidence que les coordonnées angulaires 
X, fA, V de M sont à — D, — E, — F. 

Maintenant le triangle D'E'F' est aussi circonscrit à ABC; 
par exemple E'F' passe par A. Car AE', AF' étant respecti- 
yement antiparallèles relativement à Tangle A à AE, AF qui 
sont en ligne droite, sont aussi en ligne droite. Alors la même 
explication s'applique et les trois circonférences D'BG, E'GA, 
F'AB se coupent en un même point M' dont les coordonnées 
angulaires X fx', v' sont égales à — DV — E', — F', Mais 
comme X = (DB,DG) et X' = (D'B,D'G) et que D et D' étant 
isogonaux on a (DB, DG) + (D'B, D'G) = A ; d'où il suit 
A •+• X' = A. On prouve de même que [x -h fx' = B, v + v' = G. 
Donc M et M' sont isogonaux. 

2® La droiteX, menée par B, et définie par (AB,X)=(MA, MG), 
a pour transformée une circonférence qui passe en A et G 
et dont la tangente GX en G fait l'angle (GA, GX) = (MA,MG), 
c'est-à-dire une circonférence de chacun des points de laquelle 
AG est vu sous l'angle (MA, MG), c'est-à-dire la circonférence 
MAG ou BAC. De même, T a pour transformée la circon- 
férence FAB. D'ailleurs on sait (§ XXI) que la circonférence 
M'BG a pour transformée la circonférence MBG ou DBG. 
Donc X, y et la circonférence M'BG se coupent en un même 
point m, transformée de M, oii se coupent les circonférences 
EAG, FAB, DBG. 

On raisonne de même pour X', T' et la circonférence MBG« 

Remarque. — Les points où X, Y rencontrent la droite E'AF' 
transformée de EAF ou L, sont les transformées 6, f des 
points E, F; et les circonférences ABe, AG/* se rencontrent 
on un point d, transformé de D. De même X' Y' rencontrent 
EF aux points e\ /'transformés de E', F'; et les circonfé- 
rences AGe', AB/*' se coupent en un point d' transformé de D' 
et isogonal de d, 

3* On a (ME, MF) = (ME, MA) + (MA, MF). 

Et comme AMGE, AMBF sont inscriptibles : 

(ME, MA = (GE, GA), (MA, MF) = (BA, BF). 
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Donc 

(MB, MF) = (BA, Gk) - (BF, CE) = À - (DB, DC) = A - X 

ou (ME, MF) = X' ; 

De môme : (MF, MD) = jx', (MD, ME) = v'. 

De même aussi : 
(M'E', M'F') = X, (M'F', M'DO = ix, (M'D', MTE') = v. 

4^ Les angles du podaire de M, relativement à DEF, sont 
(ME, MF) - D, (MF, MD) - E, (MD, ME) - F, 

ou X' -t- X, 1*.' + (X, v' + V, 

c'est-à-dire A, B, C. 

Donc ce podaire est directement semblable à ABC. D'ail- 
leurs, de M on voit les côtés de ce podaire sous les angles 
— D, — E, —F ou X, fx, V, c'est-à-dire sous les mêmes angles 
que les côtés de ABC. Donc M est le point autohomologue 
des deux triangles semblables. 

On raisonne de même pour le podaire de M', relativement à 
D'E'F'. 

Reharque. — D'après le théorème général du § XII, le 
podaire de m, relativement à def, est semblable au podaire de 
M, relativement à DEF; donc il est aussi directement sem- 
blable à ABC; et la podaire de m', relativement à e/V/*', est de 
même semblable à ABC. 

Autres remarques sur te théorème. — 1® Le triangle DEF, qui 
n'est assujetti qu'à être circonscrit à ABC, peut être sem- 
blable à un triangle donné quelconque, d'où de nombreuses 
applications particulières du théorème. Le cas oh M est le 
premier point de Brocard de ABC est celui ou DEF est sem- 
blable à CAB. Alors M est aussi le premier point de Brocard 
de DEF, car, d'après 3°, ses coordonnées angulaires, relative- 
ment à DEF, sont — B, —G, —A ou —F, — D, —E. En même 
temps M' est le second point de Brocard des deux triangles 
ABC, D'ET'. 

2« On pourrait définir DEF, D'E'F' comme formés, le pre - 
mier, par trois droites L, U L" issues de A, B, G et faisant 
respectivement avec AB, BG, GA les angles <p, ç'V; etlo 
second, par trois droites L^, L^, L'^, issues aussi de A, B, G et 
faisant respectivement avec AG, BA, GB les angles — ç, 

- (p, - <p . 
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(AB, L) = ç = (L„ AG), (BC, L') = cp' = (L; BA), (CA, L') 

= cp" = (l;'. cb). 

Les angles D, E, F, D', E', F' peuvent alors s'évaluer en 
fonction de 9, 9', 9' et A, B, G. On obtient sans peine : 
D ^ G H- 9' - 9% D' = B + 9" - 9', 

E = A -h 9" - 9, E' = E -h 9 - 9", 

F = B 4- 9 — 9', F' = A -i- 9' — 9. 

(A suivre.) 



EXERCICES 

Par M. Boutin. 

(Suite, voir page 230). 



j 



XIV. — Les points M,, M2 dont les coordonnées normales sont 

(M.) ^ y ^ ^ 



(M^ 



.sin (A 4- X) sin (B H- X) sin (G + A) 
X y z 



sin (A — X) sin (B — X) sin (G — X) 
sont conjugués harmonique par rapport à OK. 

Les inverses M, M', des points précédents sont situés sur 
l'hyperbole de Kiepert et correspondent au " même angle de 
Eiepert. M,, M.^ sont évidemment sur OK^ et il suffit de con- 
stater que la polaire de Mg par rapport au cercle de Brocard 
passe par M^; ce qui revient à vérifier l'identité : 
2 sin (A 4- X)[2 sin 6 sin (A - X) - sin (B - X) - sin (G - 6) 

- sin (G ■- X) sin (B - 6)] := o 

On peut faire application de ce théorème général : 1® aux 
centres isodynamiques (voir J. M. E., année 1889, p. 344); 
2" aux points désignés plus haut par Lj, Lg. 

XV. — Calcui des distances OMj, KMj, MjMg; Mj, Mg dési-^ 
gnant les mêmes points qu'au paragraphe précédent. 

D'après une formule générale, on a 

Ti» — n\{^ — ^^ ®^^ "^ ^^^ ^ ^^^ ^^ "*" ^^ ^^^ (G H- X; 
"" ^ '^ [S sin A sin (A + X)|* [ 
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Rj 7vivf2 — 4R*8ioA.sÎEiB8iûC2sinAsin(B-hX)sin(G-*-X) 

"" ^ [S sin A sin (A. + X)]» ' 

On trouve : 

S sin A sin (A+ X) = 2 sin A sin B sin G sin X (cotg X cotg 6 + i), 

S sin A sin (B -h X) sin (G + X) 

= sin* X sin A sin B sin G (3 cotg* X + 2 cotg X cotg ô + i ), 

(Voli 

(1) RcoigXy/cotgM^S^ 

cotg X cotg 6 + I 



Ry/cotg» e - 3 
cotg Ô (cotg X cotg 6 H- î) 



(2) KM, = ._.„..,. ,., . . ,. » 



* ^ cotg* X cotg* 0-1 

On peut faire application de ces formules aux centres iso- 
dynamiques V, W, on trouve les résultats déjà signalés. Pour 
les points Lj, L2 on trouve : 

Rv/3 y/cotg* e - 3 Rv/3v/cotg*9 - 3 

V 3 cotg 6+1 v/3 cotg 6 — 1 

Ry/cotg* e - 3 Ry/cotg* 6 ^ 3 

cotg 6 (v/3 cotg ô + i) cotg 6 (/3 cotg Ô — i 

^ . , 2Rv/3v/cotg* ô - 3 
' 3 cotg* 6 - I 

Des formules générales (i), (2) on déduit le rapport 
remarquable : 

KM, _ _ KM'2 _ tge 

OM, "■ ÔM^ "^ coig 
qui permet de construire très simplement les points de OK 
qui correspondent à un angle de Kiepert X donné. 

XVI. — L3s droites AV, BV, GV, AW, BW, GW ren- 
contrent la circonférence circonscrite aux points A^, B^, G^, 
A,, Bj , Gj, tels que les triangles AiB^Gi, AjB,Gj sont équila- 
téraux (théorème de M. J. Neuberg). Nous proposons de 
démontrer que : 

Les droites de Simson des points : 1® A^, B^ , G^; 2® A,, B,, G, 
forment un triangle équUatère homothétique au premier et au 
deuxième triangle équilatéral podaire. 

JOURNAL 1)B UATH. ÉLKM. — 1892. 12. 
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Ceci résulte de considérations géométriqnes très simples. 

♦ XVII. — M, M' étant deux points de f hyperbole de Kiepert 
dont les coordonnées normales sont: 

X $in TA ±X) = jsin(BdtA) =z sin (G ±: À) 
ia droite MM' passe par le point de Lemoine K. 

On a à Yérifier 

sin A 



sin (A -4- y) 

1 


sin < A — A) 

1 


sin (B -h X) 

I 


sin (B — X) 

I 


sin (C 4- A) 


sin (C — X) 



sin B 



sin G 



= o. 



ou 



=o 



=o. 



cosfB— Cj— cos(A— 2Aj cos(B— C;— cos(A4-2X) sin A 

cos(B— A;— cosfB — 2Aj cos^iB— A)— cos(B-i-2X) sinB 

cos(A— B;— cos(G--2Aj cos(A— Bj— cos(C+2a) sin C 

ou 

cos (B — Cj — cos (A ±: 2 a) sin A sin 2X sin A 

cos (G — A) — cos (B ±. 2X) sin B sin 2X sin B 

cos (A — B) — cos (C ± 2X) sin G sin 2X sin G 

c. Q. F. D. 

On peut en faire immédiatement l'application à Y,, W,, à 
L, U, etc. 

XVm. — Il résulte de la démonstration précédente que les 
mêmes points M, M' sont en ligne droite avec O9 et respec- 
tivement les points: 

X _^ y ^ z 

cos (A — 2X) ~~ cos (B — -iX) "" cos (G — 2X)* 

X _^ y _ z 

cos (A + 2X) cos (B + 2X) "~ cos (G h- 2X) 

XIX. — M„ M2 étant les inverses' des points considérés au nu- 
méro XVlIj les droites MjM', MMl se coupent en G. 

(*) Quelques-uns de ces théorèmes ne sont pas nouveaux. Voir la note 
et les très élégantes démonstrations de M. M*Gay, sur l'hyperbole de 
Kiepert (Afa^;ié«i8, 1888). 
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Ceci résulte des identités 

I 
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sId 


(A + 

I 


^) 


sin 


(B + 

I 


^) 


sia 


(G + 

I 


^) 


sin 


(A- 

I 


^) 


sin 


(B- 

I 


.^) 



sin (C - X) 



sin (A' — a) 
sin (B - l) 
sin (G - X) 
sin (A -4- X) 
s^n (B -H X) 
sin (C -h X) 



i 

sin A 
I 

sin B 

I 
siu C 

I 

sin A 

I 

sin B 
I 

sinC 



= o, 



=o. 



XX, — La polaire de K par rapport à r hyperbole de Kiepert 
est la droite d'Euler. 

L'équation de cette polaire est, en coordonnées barycen- 
triques : 

4- v[(6« - c*)6» + (c* - a*)a*J = o. 

On constate aisément que cette droite passe par les points 

(G) a = p = Y, 

(H) a cotg A = p colg B = Y cotg G, 

ou a(6* -h c« - o«) = p(a« + c' - 6*) = Y(a' -h 6' - c*). 

XXI. — La ligne V^Wj de* isogones passe par le milieu de F 
de GH, et Vj, W,, partagent harmoniquement la distance KF. 

En effet, HG étant la polaire de K par rapport àThyperbole 
de Kiepert, et la droite VjKWj contenant le centre Q de 
cette courbe, Vj^W^ est le diamètre conjugué de la courbe 
HG et F le conjugué de K sur ce diamètre. 

XXIL — Si \ -{- y = 90®, les points de l'hyperbole de Kie- 
pert correspondant aux angles de Kiepert X, X', sont en ligne 
droite avec 0. 



Il suffit de vérifier Tidentité 
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8in (A ± X) 



siii(B 
I 



^) 



sin (A ± y) 

I 
sin (H ± X') 



cos A 



cos B 



cos C 



= o, 



sin (G dt X) sin (G ± X') 
en prenant les signes parallèlement et en tenant compte de 
la relation indiquée par renoncé. 

Gomme application , les points V, , 0^ L sont en ligne 
droite, les points Wj, 0, U le sont également. 

XXÎII. — Les tangentes à l'hyperbole de Kiepert^ en deux points 
M, M', correspondant à des angles de Kiepert égaux et de signes 
contraires, se coupent en un point de la droite d'Euler; ce point 
est conjugué harmonique par rapport à GH, de celui où MM' 
coupe la même droite. 

Ceci résulte de ce que les points M, M\ K étant en ligne 
droite, les tangentes en M, M' se coupent sur GH, polaire 
de K par rapport à l'hjperbole de Kiepert. 

XXIV, — Soit M un point quelconque, A^, B^, C^ ses projec- 
tions orthogonales, x, y, z ses coordonnées normales; si trois 
mobiles partent simultanément de A^, B^, G^ et parcourent les 
côtés du triangle de référence dans un même ^ns, avec des vitesses 
respectivement proportionnelles à x, y, z, le triangle de ces trois 
points reste constamment semblable à lui-même, et à AiBjCj. 

Soient A,, B,, Ca les positions du mobile, au bout du 
temps t. 
On constate aisément que 

Jfi,' = â;cj;^(i+^«), 

les termes du premier degré en t s'annulant, ce qui démontre 
le théorème. 

XXV. — De tous les triangles semblables inscrits dans un 
triangle donné, celui qui est minimum est podaire. 

Geci résulte de la formule précédente. 
Des deux théorèmes précédents, qui sont généraux, on peut 
en particulier, tirer les deux énoncés suivants : 
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XXVI. — T(ms les triangles équUatéraux dont les sommets sont 
sur les côtés de ABC, appartiennent à deux séries qui ont pour 
point de départ chacun des triangles équUatéraux podaires, et 
peuvent s'obtenir en portant dans un même sens à partir des som- 
mets de ces triangles^ sur les côtés de ABC, des longueurs propor- 
tioni\elles respectivement aux distances aux côtés de Vun ou de Vautre 
des centres isodynamiques. 

XXVII. — Il existe des triangles équUatéraux d'aire minima, 
inscrits dans un triangle donné, ce sont les triangles podaires des 
centres isodynamiques. 

XXVIII. — Si AjBjG, est un triangle inscrit dans ABC et tel 
çwe (voir XXIV) A^A, = A^A,, B^B, = B^B, , G fi, = G fi,; 
les tnangles A,B,G,, AsB^G, sont égaux. 

Cela résulte de ce que A^C, est indépendant du signe de^ 

XXIX. — Le centre de gravUé de AaBjG, décrU une ligne 
droUe. 

Ge théorème est un cas particulier d'un théorème général 
sur les centres de gravité. 

Ici, la droite parcourue est parallèle à la transversale 
inverse de la droite harmoniquement associée au point dont 
le triangle minimum esl le triangle podaire* 

XXX. — Le lieu des centres des triangles équUatéraux inscrits 
dans le triangle de référence est une ligne droite passant par Pj 
(ou P,j et parallèle à la droite harmoniquement associé au premier 
(ou nu second) centre isogone. 

G*est Fapplication de la proposition précédente. 

On peut remarquer que les droites harmoniquement asso- 
ciées à Vj et Wj sont parallèles entre 'elles, et perpendicu- 
laires à la droite d'Euler. 

En général, les droites harmoniquement associées à deux 
points de l'hyperbole de Kiepert dont les angles de Kiepert 
sont égaux et de signes contraires, sont parallèles. 

XXXI. — SoU AiBjGi le triangle podaire d'un point quel- 
cùnque M. Sur BG, GA, AB on décrit des segments capables des 
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angles A^, B^, Cj, soU Oa, Ob, Oc les centres de ces segments; les 
triangles AiBiCj, OaObOcSont homothéliques. 

En effet, soit x, y, z, les coordonnées normales de M, Sj 
Taire A^BiCi, on Irouve aisément : 

00a _ 00b _ 00c 2S1 

X y z S 

XXXII. — Le triangle maximum semblable à AiB^Gi ctrcon- 
sent à ABC, est homothétique à kfifi^. 

En effet, il s'obtient en menant par A, B, G, des parallèles 

à ObOe, OaOc, ObOa. 

On peut remarquer que les perpendiculaires en A, B, G, aux 
côtés de ce triangle maximum concourent en M^, inverse de M, 

L'application aux triangles équilaléraux d'aire maxima 
circonscrits, est immédiafe. 
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Traité d'Arithmétique, destiné aux élèves de renseignement secon- 
daire classique et moderne, de renseignement primaire supérieur des 
écoles normales d'instituteurs et enfin aux maîtres de renseignement 
primaire^ aux comptables et aux employés de commerce, par M. Jour- 
DANET, ancien professeur de Mathématiques, inspecteur d^Académie, 
honoraire ; prix 6 francs. Paris, Librairie Hermann et Librairie Groville- 
Morant, ou chez l'auteur, à Tarbe?, 76, rue Brauhauben. 

Les sous-titres qui se trouvent sur Vouvrage que nous avons le plaisir 
de présenter aujourd'hui aux lecteurs du journal, nous avaient d'abord 
causé une certaine inquiétude. Les diverses catégories de personnes aux- 
quelles l'auteur adresse son livre nous paraissaient avoir des exigences 
bien diffîciles à concilier: l'enseignement secondaire, les écoles normales 
d'instituteurs passent pour réclamer des connaissances théoriques dont 
les maîtres de l'enseignement primaire, les comptables et employés de 
commerce peuvent fort bien se passer; tandis que ceux-ci demandent 
des notions pratiques dont les premiers se soucient fort peu. Eh bien ! 
après avoir lu Touvrage de M. Jourdanct, nous sommes convaincu une 
fois de plus, que les deux parties de la science qu'il a abordées se 
tiennent intimement, que les élèves de renseignement secondaire et sur- 
tout des écoles normales primaires auront beaucoup à apprendre dans 
la seconde partie de son livre, et que les autres lecteurs tireront grand 
profit des notions théoriques qui se trouvent au début de Touvrage. 

Cela dit, indiquons en quelques mots les qualités du Traité d'Arithmé- 
tique signalé ici : une grande simplicité dans les raisonnements, sim- 
plicité qui n'exclut pas la rigueur, et un grand choix d'exercices dont 
quelques-uns sont résolus, présentant un intérêt théorique ou pratique, 
et complétant sur plusieurs points les explications de la théorie ; ces 
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qualités pourraient suffire pour appeler Tattention sur le travail de 
M. Jourdanet. 

Parmi les questions que Ton trouve rarement traitées dans les ouvrages 
d^ Arithmétique, et qui surtout ne se trouvent presque jamais réunies dans 
un même traité» nous signalerons : 

La recherche du plus petit multiple commun de plusieurs fractions ; 

Les propriétés du quotient d^un nombre quelconque par un nombre 
quelconque ; 

Quelques propriétés des périodes dans les fractions périodiques ; 

Les principes du calcul des nombres incommensurables. 

Les approximations, opérations abrégées et erreurs relatives ; 

Les progressions et les logarithmes. 

Voilà les principaux points intéressants de la partie théorique ; dans 
la partie plus exclusivement pratique, nous indiquerons : les passages de 
Tancien système des poids et mesures au système légal, avec de nom- 
breux exercices à Tappui ; si Fauteur croit utile de ne pas nous laisser 
absolument ignorants sur la question de la négociation des valeurs mobi- 
lières, il ne traite que les opérations au comptant et les opérations à 
terme ferme ou à primes ; mais il insiste beaucoup sur une question 
d'une application constante, le change de place à place avec les diverses 
combinaisons qu^elle présente. 

Nous serions heureux de pouvoir, en appelant l'attention de nos lec- 
teurs sur l'ouvrage de M. Jourdanet. contribuer au succès d'un livre qui 
sera utilement consulté par les professeurs et qui sera, pour les élèves, 
un guide précieux. A. Morel. 



QUESTION 419 

Solution par M. E. Foucard, élève au Lycée Michelet. 



On considère le rectangle cii'conscrit aux quatre sommets A, A', 
B, B' (Tune ellipse ; soit I le point de rencontre d'une des diago- 
nales de ce rectangle avec l'ellipse. Montrer que les angles AIA', 
Bip sont supplémentaires. 

En considérant Tellipse comme la projection du cercle, on 
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voit que si F désigne le symétrique de I, par rapport à BB', 
les droites Al, Br sont parallèles. Par suite, BI, lA, forment 
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avec AA' un triangle isoscèle A'IG. On voit de môme que AT 

BT sont parallèles; DIAest isocèle. 

On a donc A'ID = AIC 

et, comme AIA' -4- BIA' 4- AIO = tt, 

on a AIA' + BIA' -h A'IB' = tt. 

ou, enfin AIA' + BIB' = tz. 

Nota. — Autres solutions par MM. B. Sollertinskt; Grolleau, répéti- 
teur au lycée de Marseille; SviGHNicorF. 



QUESTION 422 

Solution par M. B. Sollbrtinsky. 



Une circonférence qiœlconque passant par le point de Lemoine 
K d*un triangle ABC, détermine sur les segments de droites KA, 
KB, KG, des points A', B', G' tels que 

ama KA' + bm^ KB' + cmc KG' = o. 
fa, b, c, désignant les côtés du triangle; ma, mj,, m^ les média- 
nes). (Louis Bénézech). 

Soit K un point quelconque du plan du triangle ABC; 
K' son inverse (isogonal ; x, y, z, x' j/' z' les distances de ces 
points aux côtés du triangle. 

On a KB . KG sin BKC = ax, 

d'où KA.KB.KG sin BKG = aaj.KA. 

Mais KA : K'A = t/ : z\ 

Donc KA.KB.KG sin BKG = ^ aK'A, 

zz 

et, par suite 

sin BKG : sin GKA : sin AKB = aK'A : 6K'G : cK'G. 
Si une circonférence passant par K rencontre KA, KB, KG 
en A', B', G', on a ainsi 

B'G' : G'A' : A'B' = a. K'A : ô.K'B : c.K'G. 
et, d'après le théorème de Ptolémée,joour/ow^ pointa ftnténewr 
du triangle ABG, 

aK'A.KA' + ôK'B.KB' + cK'G.KG' = o. 
Enfin, K étant le point de Lemoine, on a 

K'A : K'B ; K'G = m» ; m^ : m,. 

Nota. — Voici la solution que Tauteur de la question proposait. 

Rappelons ce théorème (Voir : Note de Géométrie et de Méca- 
nique) : 
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Une circonférence quelconque passant par le point P dont 

les coordonnées barycentriques, par rapport au triangle de 

référence ABC, sont a-, p, y, détermine sur les segments de 

droites PA, PB, PC des points A', B', C tels que 

«PA.PA' + pPB.B' + yPC.PC = o. 

Par conséquent, si l'on suppose que le point P coïncide 
avec le point de Lemoine X, à cause des relations connues. 



on a bien amtSX' + bm^W + cm,KO' = o. 
QUESTION 425 

S«latlon par M. Eniest Fo«c«rt, élèfâ au Ljcée Uichelel. 

Dans un triangle isoseèle, le rapport de la base à la hauteur est 

•-■ On prend, sur la hauteur AS, un point M quiladiviK,à 

partir de la bote, dans le rapport de 3 à 5; et, par ce point, on 
mène les deux droites guifont, avec la hauteur, des angles de 45°. 
Démontrer que ces deux droites partagent le triangle en parties 
équivalentes. (Lucien Lévy.) 

Soient le triangle ABC; AH la hauteur; M qui la divise, à 
partir du piei H, dans le rap- 
port de 3 à 5. Traçons les "* 
droites DM, EM, à 45° sur AH. 
Elles rencontrent : l'une, BC en 
D, et AC en G; l'autre, BC, 
en E, et AB, en F. Le triangle 
MDE est isoseèle rectangle ; 

son aire est MH* ou - BU^- Or 

9 
l'aire de ABD est - BG*. Donc 

9 \ ; 

MDE est le quart de ABC. \ : 

Au point D, menons DP parai- '. ; 

lèle à AC. Elle rencontre la '\ i 

hauleureuP. HDP estsemblable i*" 
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ACH; Donc HP =^AM. 

Or MH = |aM. 

5 

r. AM 3 

Donc — = - • 

MP 5 

GM AM 
Or 



par suite 



MD MP 
GM 3 



MD 5 

Les triaugles AGM,DHM, ayant un angle égal, donnent 
aire AGM MG x MA MG MA 3 5 






aire DHM MD x MH MD MH 5 3 
Par suitO; le quadrilatère AFGM est le quart de ABC. 

T. A urnr^i? ^t^I:.T3T^ ^^C ABC ABC 

De même, MGGE = MFBD = = • 

244 

Les quadrilatères AFGM, GMEC, FMBD, et le triangle 

MDE sont, par suite, équivalents; chacun d'eux représentant 

le quart de ABC. 

Nota, — Autres solutions, par MM. SvECHNiœpp, à Troïtzk (Russie); Mau- 
rice Gazelles, élève au lycée de Poitiers, et H. Brocard. 



QUESTION 426 

Solution par M. SvÉCHNiœPF, à Troîtzk (Russie). 



Démontrer que l'équalian 
(A) ^ ^ ^ x« = y» + zS 

admet une infinité de solutions, en nombres entiers, la somme 
X + y étant un bicarré. (G. L.) 

Posons X -\- y — p^. 



AloFS (A) devient 



p^{x - y) = z^. 



^* 



En posant — = 9% 

on a X — y = q^. 

Ainsi 
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ar = - (p* + 9») , 






(p et q étant des nombres arbitraires pairs ou impairs en 
même temps) vérifient Téquation proposée. 

Nota, ^ M*** V* Prime nous a adressé une solution analogue. 

L'identité 

[f + 6W + 6V s: (4*»6+4i63)*+(«^- e*j* 
fournit une infinité de solutions, t, étant arbitraires, sans qu'il y ait 
lieu de savoir s*ils sont, ou non, de môme parité. 



QUESTION 427 

Solution par A. Droz-Fauny. 



Sur la médiane am, d'un triangle abc, comme diamètre on 
décrit une circonférence de cercle. Cette courbe coupe, au point g, 
la circonférence circonscrite au triangle abc . Dénnontrer que les 
droites ab, ac, ag et la hauteur eîh du triangle formant un faisceau 
harmonique. (Mannheim.) 

Soit d, l'autre extrémité du diamètre passant par a du 
cercle circonscrit au 
triangle, dm coupera 
ce cercle, pour la se- 
conde fois, en g. Par 
le point d menons une 
parallèle g( oo au cô- 
té bc. 

Le faisceau d{bcm oo ) 
est harmonique, or ses 
rayons étant respecti- 
vement perpendicu- 
laires sur ceux du 
faisceau a{bcgh) ce dernier est aussi harmonique. 

JVoto. — Solutions diverses par M™* ¥• Prime; M. Svéchnicopf, à 
Troîtzk (Russie); E. Fougart. élève au lycée Michelet; Grolleau, maître- 
répétiteur au lycée de Marseille ; SoLLERTiNSKY,à Saint-Pétersbourg. 
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\ ■ = 

QUESTION 428 

Solution par M"* V* Prime. 



On donne une circonférence de cercle et les tangentes sa. sb 

à cette courbe. Du point s, on mène une droite arbitraire qui 

rencontre la circonférence en p et en q; démontrer que les dis- 

tances des points de contact a, h, aux points p, q, sont proportion' 

nelles; c'est- à-dire que 

ap _^ bp 

^ ^ (Mannheim.) 

Première solution. — Désignons par c le point oii ab ren- 
contre pqj ac, bc sont, comme on le voit, les symédianes des 

- triangles paq, pbq ; on a donc immé - 

diatement 

ap\aq =^bp\bq =^ yjpe \ \fqc. 

Deuodème solution, — On sait que 
ap^ : aq* = T^ : bq^ = sp : sq^ {*]_ 
d*oii ap : aq = bp : bq = y/sp : \/sq> 

Troisième solution. — Les triangles 

semblables sap^ saq donnent 

ap : aq = sa : sq ; 

de même bp : bq = sb : sq • 

Or sa = sb, 

on a donc encore ap : aq = bp : bq. 

Nota, ~ Solutions diverses par MM. Ernest FoucarT) élève au lycée 
Michelet; A. Boutin; Svéghnicoff, & Troitzk; Maurice Gazelles, élève au 
lycée de Poitiers; A. Droz-Farny. 

M. Droz-Farny ajoute, à sa solution, la remarque suivante : 

Le quadrilatère apbq est appelé quadrilatère harmonique. 

La propriété en question est d'ailleurs bien connue, comme 

on s*en assure en se reportant à la Note sur le quadrilatère 

harmonique^ par Clément Thiry {Journal^ 1887, p. 223). 

{*) Voir {Journal, 1891) la note placée au bas de la page 281. C'est à 
cause de la propriété indiquée dans cette note, que M. Clément Thiry a 
proposé, il y a déj^ quelques années, d'appeler les tangentes aux som- 
mets d^un triangle inscrit les symédianes extérieures de ce triangle. 
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L'existence du point de Lemoine, dans ces quadrilatères, 
exige que les tangentes du cercle circonscrit, menées aux 
extrémités d'une diagonale, se coupent sur l'autre diago- 
nale, etc. 



QUESTION 429. 

Solation par M3« Sottertinsky. 



Sur deux anli-parallèles menées par A, dans le triangle ABC, 

déterminer deux couples de points inverses M, M'; N, N' tels que 

les circonféi^ences AMM', ANN' se coupent en un point donné P 

de la circonférence ABC. Condition de possibilité. Si D, D' sont 

les rencontres de BC avec ces anti-parallèles , le point E^ ou la 

circonférence APD' coupe AD, est conjugué harmonique de A 

relativement à MN; de même, le point E, où la circonférence APD 

coupe AD', est conjugué de A relativement à M'N'. Si F, F' sont 

les rencontres de la circonférence ABC avec AD, AD', Q étant le 

point de rencontre des circonférences AMN', ANM', on a 

OF PF 

•^ = -^^^ ; ou Q est sur la symédiane de PFF'. 

(Bernés.) 

En supposant que le point P et la droiteBC sont du même côté 
de la droite FF', le point F sera 
extérieur au cercle APD', et le 
produit FE, FA sera positif. 

Portons sur la droite FA 

FM = FN = v/Ffî.FA, 
et soient M', N' les isogonaux des 
points M, N. 

Les points M', N' seront aussi 
équidistants de F', parce que les 
divisions M'N'F', NMF sont sem- 
blables (J. j&. 1892, p. 21). 

Le point E étant conjugué 
harmonique de A, par rapport à MN, on a 

EM ^ _^ AM 

EN "" AN* 
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D'autre part, 

g^jj; = (M'ND 00) = (MNAF) = ^ : j^ = - ■^. 

EM lyw 

Ainsi, les divisions MËN, M'D'N' sont semblables, et les 
milieux F, F' des segments homologues MN, M'N' font 
aussi partie de ces divisions. 

Les quatre circonférences AED', AFF', AMM', ANN' con- 
courent au centre de similitude de ces divisions, c'est-à-dire 
au point P, point appartenant aux deux premières : AED' et 
AFF'. 

Les triangles PMF, PM'F' étant semblables, on- a 

PF _ MF 

PF' ~ M'F' * 
Le point Q étant le centre de similitude des divisions 
M'N'F', MNF, les triangles QMF, QN'F' sont semblables, d'où 
QF _ MF 

QF' "" N'F' ' 

QF PF 
Par suite, rr— 7 = — - ; ce qui démontre que PQ est la 

symédiane commune des triangles PFF', QFF'. 

On verrait sans peine (en suivant la marche inverse) que 
la condition concernant le point P est non seulement suffi- 
sante, mais nécessaire. 



QUESTION 430 

Nolation par M. B. Sollertinsky. 



Soit un triangle ABC, K, Ka, Kb, Kc fe point de Lemoine et 
ses points algéhriqueinent adjoints ; A', B', G' les milieux des trois 
côtés. 

Par G, k'i B, on mène des parallèles à la bissectrice de Vangle 
BAG, laquelle bissectrice coupe BG en A^. 
La parallèle menée par G coupe BA en Gi, 

B GAenBi, 

A' BA en y, CA en p. 



JOURNAL DE IfATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 287 

Cela posé : Soient M le point oii p A^ coupe BB^, 

N le point oii yk^, coupe GGi. 
Les quatre points A, M, N, K sont en ligne droite. 

Si, dans cette construction, on remplace la bissectrice de Tangle 
BAC par celle de son supplément, on aura des points Ai, Ci, Bj, 
y'; P', M', N' ; et A, M', N', K seront en ligne droite. 
Enfin, si l'on trace p'A^ qui coupe BBV en M,, 

Y-^t CCI en Nj, 

pA'i BBj en M\, 

yA; CCi en N,, 

A, Ml, Nj, Kb «e/'on/ 6w /tjne droite, ainsi que A, Mj, Nj, K. 

Généraliser, en montrant que si AA^, au /iew d'être la bissectrice 
de BAC, est une droite passant par le point dont les coordonnées 
normales sont x, y, z, la droite AMN passera par le point ax*, 
byS cz*. 

Sgit A, rinlersection des droites AM, BC. Projetons la 

division (B^BHoo ) des points A, ^ , sur la droite BC. 

On aura (GBA^AJ = (CBA^A') 

ou 

GA, GA, ^ GAi GA/ 

^*^ A,B • A^B ■" AiB • A'B" 

Mais, en désignant par a, p, y» ^^^ coordonnées barycen- 
triques du point P, 
par lequel passe la 
droite AAj ; on a 

Donc (1) 



I 



^ = ©' 




A 



Ainsi, la droite AM passe parle point P' ayant pour coor- 
données barycentriques a* ; p* ; y', ou, pour coordonnées nor- 
males, ûwî* : by^ : cz*. De môme, en projetant, de A, p\ la divi- 
sion (B/BM'oo ) on aurait 

CA2 ^ / p\« ^ GA, 

A^B \ Y/ A.B * 
Donc , les droites AM, AM' coïncident* 
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On démontrerait, delà même manière, que les droites AN, AN 
passent par P' et, par suite, coïncident avec la droite AMM". 

La division (BGÂiAj) étant harmonique, sa projection 
(BB^MMJ), de p sur BB^, Test aussi. Donc, la droite AMj, 
passe par les points Pb, Pé algébriquement associés de P'. 

La division (BBÎN'M,) étant harmonique, et la droite AM' 
coïncidant avec AM, la droite AM^ coïncide avec AMi. 

Remarques. — 1® En général, étant donnés deux points 
P(a, p, y), Pi(ai, Pi, Yi), pour obtenir la droite AM qui passe 
parle point P'(aa,, pPi, yyj), on joindra p au pied de la droite 
APi/ cette droite rencontrera BB| au point M, cherché, 

i® Étant donnés deux points P(x, y, z), P/x^, y^, zj, pour 
obtenir le point P''(xXi, yy^, zzj, on doit remplacer^ dans la 
construction précédente, le triangle complémentaire A'B'C par 
celui qui a pour sommets les pieds des bissectrices intérieures. 
[Voir l'équation (1).] 

3® Si, le point P restant fixe, le point P^ parcourt une courbe; 
les points P', P" parcourent deux autres courbes de même ordre. 

ERRATA 
Numéro de novembre 1892. 

P. 249, dernière formule, au dénominateur, li$ei: (p^ — rhf. 
P. 250, avant-dernière formule, au dénominateur, l%sei\ R + r'. 
P. 252, avant-dernière ligne, lisez : M^^ M'a. 
P. 256, cinouième formule, au dénommateur, lisez'. 2R 4- r'. 
P. 257, lisez: !'©« = 3.Gr. 
P. 258, première formule, au lieu de 48, lisez : 4S. 
P. 258, deuxième formule, au numérateur, lisez : 4S cotg 6, 

et, au dénominateur, {cotg*6 — 3)*. 
P. 263, ligne 7 (question 463), au lieu de R, lisez : 2R. 
P. 245, dans Ténoncé 4, lignes 6, 7, 8, échanger les deux lettres co et Xiiy 
et lire B au lieu de d (voir, § VII la signification de zS). 

RECTIFICATIONS 

lo Le théorème proposé au numéro 461, sur les normales aux courbes 
données en coordonnées tripolaires se trouve dans Tarticle de M. A. Pou- 
lain publié dans /. S. 1891, p. 273, fin du numéro 24. Il est suivi d'un 
théorème plas général. 

2" La question 466 a été proposée dans le Journal, sous le numéro 28 
(tome I, 1877) et résolue (même tome, p. 220). 

La question 467 proposée sous le numéro 32 (tome VI, 1882, p. 32) a été 
résolue (tome Vif, n. 41). 

D*après ces rectifications, il ne sera pas publié de nouvelles solutions 
des questions 461, 466, 467. 

Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 

IMPRIMBRIB CKKTRALB DBS GEBMINS DB FBR. 
IMPRIMBRIB CHAIX. — RUB BBROBRB^ 80, PARIS, — 25302-1 1-9S. 
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